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PREFAZIONE 


<>- 


La geometria solida tratta dei piani, e degli angoli so- 
lidi; dei poliedri o solidi terminali da superficie piane; e 
finalmente dei tre corpi rotondi, vale a dire del cono ret- 
to, del cilindro retto, e della sfera. Quindi in questa quin- 
ta edizione abbiam stimato di dividere la nostra istituzio- 
ne di geometria solida in tre libri analogamente a ciò che 
abbiam fatto nella quarta edizione della geometria piana, 
che pure è stala divisa in tre libri. La divisione in capi- 
toli è rimasta come era nelle due®edizioni precedenti, va- 
le a dire che ogni capitolo contiene una particolare teo- 
ria, senza miscugli. In tal modo si evita il grave incon- 
Teniente di disporre le proposizioni ad arbitrio, con la so- 
la condizione di mantenere l’esattezza delle dimostrazioni; 
inconveniente che si osserva nei più celebri scrittori di e- 
lementi geometrici. 

NeH’edizioni precedenti esponemmo la teorica compiu- 
ta degli angoli solidi triedri: in questa abbiamo leggier- 
mente modificala la dimostrazione della proposizione, che 
riguardal’eguaglianza degli angoli diedri, quando gli an- 
goli piani di due angoli solidi triedri sono rispettivamen- 
te uguali ; e ci sembra che quella fondamentale proposi- 
zione sia ora dimostrala col più grande rigore possibile. 
La dimostrazione di Legendre , o piuttosto di Roberto 
Sismon, non è generale, perchè suppone tacitamente che 
due degli angoli piani sopraccennali siano acuti ; e per 
conseguenza la teorica degli angoli solidi vacillava nelle 
fondamenta. Oltre a ciò si troveranno in questa edizione 
messe al loro posto lè condizioni che determinano gli an- 
goli solidi poliedri, senza miscuglio di problemi ausilia- 
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rj, che si trovano in Legendre ; e però, se non c'ingan- 
niamo , la teorica degli angoli solidi in generale trovasi 
esposta in un modo compiuto, almeno per quanto spetta 
alla parte elementare della scienza. 

La teorica dei poliedri è monca ed imperfetta in Eucli- 
de, come tutti sanno ; e come doveva essere, perchè ai 
tempi di questo geometra la teorica degli angoli solidi era 
nell’infanzia. I geometri moderni, e soprattutto Legendre, 
l’hanno perfezionata ed ingrandita; purlultavolta il si- 
stema di Euclide era rimasto inalterato, in quanto alla 
sostanza delle cose. Non si era ridotta la teorica dei polie- 
dri a quella della piramide triangolare; e però bisogna- 
va passare per una serie di proposizioni relative ai pa- 
rallelepipedi. le quali riescono difficili ad apprendersi ed 
a ritenersi dagli studiosi, come è noto a tutti quelli che 
hanno pratica dell'insegnamento della geometria. Per 
levare queste difficoltà fummo obbligali a rifare quasi 
dalle fondamenta la teorica dei poliedri, mettendo a pro- 
fitto le meditazioni degli antichi e de’moderni geometri, 
non che le nostre, qualunque esse siano. 

In questa edizione il solo cangiamento, che si osserve- 
rà è relativo alla proposizione, in cui si tratta di espri- 
mere in linee il rapporto di due poliedri dati. All’antica 
dimostrazione si è sostituita un’altra, che abbinai trovata 
più fac ile nell’insegnamento. 

La teorica dei tre corpi rotondi è rimasta come era nel- 
le due edizioni precedenti; solamente si osserveranno qua 
e là alcune giunte e modificazioni, che servono a rendere 
pici chiare le dimostrazioni. Siffatte giunte e modifica- 
zioni si troveranno soprattutto nell’ultimo capitolo, che 
tratta dei triangoli sferici. Ci limiteremo qui a citare le 
proposizioni relative alla misura della piramide sferica, 
e dell’angolo solido, che trovasi accennata nella geome- 
tria di Legendre, ma non dimostrala. Finck , geometra 
francese, ha procuralo di rieinpiereuna siffatta lacuna nei 
suoi elementi di geometria; ma, se non andiamo errali, 
i principj, dai quali è partito, avevano bisogno per lo 
meno, di esser messi fuori di ogni dubbio per ciò che spel- 
ta alla misura dell’angolo solido. Ci sembra di esser riu- 
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sciti a togliere di mezzo ogni difficoltà intorno alla sud- 
detta misura; in guisa che la nostra istituzione di geome- 
tria solida può ora considerarsi come compiuta. 

In una lunga nota, messa alla fine del libro nella pri- 
ma edizione, e nella prefazione alla seconda edizione, e- 
sponemmo le ragioni, che ci avevano indotti a presceglie- 
re il metodo degl’infinitamente piccoli nelle dimostrazio- 
ni relative alla misura delle superficie, e delle solidità dei 
tre corpi rotondi, mettendo da banda le pesanti e tortuo- 
se dimostrazioni di Maurolico, che sono state adottate da 
Legendre, e da qualche traduttore di Euclide, non che 
quelle dei limiti, che si trovano in Lacroix, ed in alcuni 
altri scrittori di elementi geometrici. Qui ci limiteremo 
a fare alcune altre osservazioni. 

11 metodo degl’infinitamente piccoli, quando venga ado- 
perato come si conviene, è tanto esalto quanto quello di e- 
saustione adoperato da Archimede, e quello delimiti; pe- 
rocché questi tre metodi poggiano sopra una medesima 
base ( # ).Se dunque si adoperi il metodo degl’infinitamente 
piccoli in modo che le dimostrazioni fatte con esso si pos- 
sano tradurre in quelle fatte col metodo delimiti , odi esau- 
stane, cambiando le frasi, ed introducendo le opportune 
costruzioni , esse dimostrazioni avranno il prezioso vantag- 
gio d’imprimersi facilmente nella memoria, e di conserva- 
re le tracce dell’invenzione. Ed ecco perché alcuni de’più 
recenti scrittori francesi di elementi di geometria hanno 
scelto a preferenza il metodo degl’infinitamente piccoli, 
che hanno adoperato nel modo sopraccennato, e non già 
come avevano fatto Caravclli, Niccolò de Martino, Bezout, 
ed altri elementisti, le dimostrazioni dei. quali non si pos- 
sono tradurre in quelle fatte col metodo dei limiti, o di 
esaustione, perchè partono da principj vaghi, e non da 
quelli che servono di base comune ai tre metodi. Quindi 
in questa nuova edizione abbiam conservato il metodo 
degl’infinitamenle piccoli nelle dimostrazioni relative al- 


(•) Melhodii*, quam exliauslionum \ocanl, eodem [andamento in- 
nitilur , quo metliodus infinitcsimalis, sed multo est implicatior et 
longior. . * 

Boscovich , T. I. pag. Iti4. 
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la misura delle superficie e delle solidità dei Ire corpi ro* 
tondi; dando ad esse una forma tale che ognuno potreb- 
be, volendo, facilmente tradurre in quelle fatte col meto- 
do de’ limiti, ed anche di esaustione; perchè, ripetiamo, 
il punto di partenza de’tre metodi è lo stesso. 

Ma a malgrado la chiarezza delle precedenti ragioni, 
di quelle da noi dette nelle precedenti edizioni, e di altre 
che uomini di miglior ingegno del nostro hanno detto , 
o potranno dire, la forza di un’antica tradizionale opinio- 
ne fa sì che alcuni, che non hanno mai conosciuto lo spi- 
rito dei metodi, persistono ad essere immobilmente at- 
taccati alle antiche forme di ragionamento, e non voglio- 
no ammettere che la considerazione dell’infinito possa in- 
trodursi senza maschera negli elementi di geometria. Ad 
imitazione degli antichi Piltagorici, de’quali fa menzione 
uno scoliaste di Euclide alla fine del libro X di questo 
geometra, gridano la croce addosso adii fa uso di quella 
considerazione, a fine di render piana e facile la istitu- 
zione geometrica; e non hanno per buona una dimostra- 
zione, se non quando conserva una cert’aria di mistero,© 
sia appoggiata a lunghi e difficili ragionamenti, che fac- 
ciano la disperazione degli giovani studiosi. 

Questi geometri trascendentali credono profanata la 
scienza, quante volte le dimostrazioni relative alla misura 
delle superficie, e delle solidità de’ tre corpi rotondi non 
sono fatte con quei giri tortuosi, e con quello apparata 
di proposizioni preparatorie, che s’incontrano nelle di- 
mostrazioni di Maurolico, le quali erano eccellenti net 
tempo, in cui apparvero, perché più fàcili di quelle di 
Archimede, ma ora non possono essere sostenute che 
dalle sole menti pregiudicate. Ed infatti abbiam provata, 
nelle dueedizioni precedenti, chele dimostrazioni di Mau- 
rolico non si possono giustificare senza ricorrere alla 
considerazione dell’infinito, che non pertanto si vorreb- 
be proscrivere dagli elementi di geometria. 

Da questa pregiudicata maniera di vedere le cose ri- 
sultano non pochi inconvenienti. Imperocché gli studiosi 
dopo gli elementi di geometria non sentono più parlare 
di quelle rancide e viete forme di ragionamento; e s’in- 
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contrano a viso scoperto nella considerazione dell’infini- 
to, che con tanta cura si era loro nascosta negli elemen- 
ti, ed allora insorgono difficoltà, che non essendo siate 
risolute nel luogo opportuno, il maggior numero degli 
studiosi non apprende che la parte materiale delle Mate- 
matiche; come insegna una trista esperienza. 

Piè i pregiudizj in fatto d’istituzione geometrica si limi- 
tano alla sola considerazione dell'infinito. Vi seno alcu- 
ni, i quali non vogliono che s’induca negli elementi geo- 
metrici l’ordine rigoroso delle proposizioni, e quel lega- 
me che serve a mostrare tutt’i punti di contatto di esse, 
ed a produrre nella mente una piena acquiescenza. Nella 
opinione di questi sapienti il disordine nelle proposizioni, 
ed il pesante e dommalico apparalo nelle dimostrazioni 
costituiscono il sublime di una istituzione geometrica. Essi 
pretendono che gli clementi di geometria sono fatti da 
gran tempo; e che gli studiosi non debbano far altro che 
imparare crune meglio possano quel dato numero di pro- 
posizioni, che si è convenuto dover far parte degli ele- 
menti geometrici , con la sola condizione di non dipar- 
tirsi da quelle dimostrazioni, che l'uso ha consacrato. 
Con questa specie di armonia prestabilita come si può 
sperare che quei sapienti approvino tutte quelle innova- 
zioni, che partendo dall’esame profondo dei principj, sui 
quali poggia la geometria, tendono a renderla più chia- 
ra, più rigorosa, e più facile ad apprendersi? 

Ed ceco perchè alcuni geometri non trovando la misu- 
ra dell’aje e de’volumiin Euclide, pretendono che debba 
esser proscritta dagli elementi di geometria; altri al con- 
trario l’ammettono, ma sostengono che debba esser de- 
dotta come conseguenza de’ rapporti di quelle aje, e di 
quei volumi, perchè così la trovano in Legendre, ed in 
altri moderni scrittori di elementi. Epperò stando ad una 
siffatta pretensione la misura dell’aja del rettangolo, quel- 
la del cerchio, del parallelepipedo rettangolo, del cilindro 
retto, del cono retto, della sfera, etc... dovrebbe dedur- 
si dalle proposizioni che danno i rapporti de’ rettangoli, 
de’ parallelepipedi, de’eilindri, de’ coni, delle sfere etc... 
Ed intanto Archimede, il massimo fra i geometri, ha di- 
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mostrato prima che il cerchio ha per misura il prodotto 
della circonferenza per la metà del raggio, e poi da que- 
sto teorema ha dedotto che le circonferenze de’ cerchi 
stanno come i raggi. Parimente ha prima parlato delle 
misure delle superficie e delle solidità dei tre corpi ro- 
tondi, e poi de’ rapporti, che hanno fra loro quelle su- 
perficie, e quei volumi; e lo stesso Legendre ha seguito 
questo cammino là dove parla dei tre corpi rotondi. Vo- 
lendo dunque mantenere l’ordine logico delle idee, biso- 
gna che nella geometria piana e solida si espongano pri- 
ma i teoremi relativi alle misure delle aje e de’ volumi, 
poi quelli che spettano ai rapporti di quelle aje, e di quei 
volumi: oppure che si parli prima di questi rapporti, e 
poi delle misure. Ma fare ora in un modo, ora in un al- 
tro ci sembra che nuoccia al regolare andamento dell’i- 
stituzione geometrica; e però tanto nella geometria pia- 
na, quanto nella solida abbi am tenuto il cammino di Ar- 
chimede, anche perchè un siffatto cammino serve ad ab- 
breviare le dimostrazioni, soprattutto nella geometria so- 
lida. Ciò non ostante siam persuasi che per lungo tempo 
ancora si continuerà a battere la vecchia strada, perché . 
è difficile levare i pregiudizj, soprattutto quando hanno 
un’antica data, onde non spingeremo più oltre le nostre 
considerazioni, e lasceremo ai dotti la cura di dar giudi- 
zio intorno al nostro lavoro. 
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LIBRO PRIMO 



DELLA LINEA BETTA E DEL PIANO IN GENERALE. 


I • Geometria Solida considera l’estensione nelle sue tre di- 
mensioni ; per cui le lineerette ed i piani si riguardano come si- 
tuati in qualsivoglia modo nello spazio. E qui giova ricordarsi che 
la linea retta è di sua natura indefinita, come pure il piano, abben- 
chè spesso occorra di dover considerare soltanto una parte limitata 
delPuna o dell’altro. Laonde quando si dice che un punto è situato 
fuori di una linea retta, o fuori di un piano, si deve intendere che 
il punto accennato trovasi al di sopra , o al di sotto della retta, ® 
del piano’, o sia sempre fuori de’ loro prolungamenti. 

PROPOSIZIONE I. — TEOREMA. 

2. Una linea retta non può avere una sua parte in un piano , e la 
rimanente fuori del piano medesimo ( fig. 1 ). 

Dimostrazione. Rappresenti la figura MN un piano qualunque , 
e si supponga che la linea retta ABD abbia una parte AB nel piano 
MN, e la rimanente BD fuori di questo piano. Essendo AB una li- 
nea retta, essa potrà prolungarsi in G nel piano MN ; per conse- 
guenza le due rette ABD, ABC avrebbero due punti comuni A, e B 
senza coincidere in tutta la loro estensione-, ma ciò è impossibile, 
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il limine una linea retta non può avere una parie in un piano, e la 
rimanente fuori del piano medesimo. 

3. Corollario. Apparisce da questo teorema che una linea retta 
non può incontrare un piano in più di un punto-, poiché se lo in- 
contrasse in due punti, dovrebb’essere tutta intera situata nel pia- 
no medesimo. 11 pun to d’incontro di una retta con un piano dicesi 
il piede della retta sul lo stesso piano, 

PROPOSIZIONE II TEOREMA. 

4. Un triangolo qualunque è situato in un solo piano (fig. 2). 

Dim. Sia ABC un triangolo qualunque. Se una sua parte BDEC 
fosse situata in un piano, e la rimanente IH E in un altro, la retta 
AB avrebbe una sua parte Bl> nel primo piano, e l’altra DA nel se- 
condo-, il che non può sussistere (n. 2); dunque un triangolo è 
sempre in un solo piano. 

*>. Corollario. Si deduce da questo teorema che 
per tre punii A, B, C non disposti in linea retta passa un solo e me- 
desimo piano. 

Infatti congiungendo i tre punti colle rette AB, AC, BC, il trian- 
golo ABC è situato in un solo piano. Quindi per un punto A posto 
fuori di una retta BC, e per questa retta medesima si può sempre 
far passare un piano; poiché basta prendere due punti B, e C ad 
arbitrio nella retta accennata, e condurre il piano per i tre punti 
A, B, C, nè altro piano potrà passare per la data retla e pel pun- 
to dato. 

PROPOSIZIONE III — TEOREMA 

6. Due rette che s'incontrano sono situate in un medesimo piano 
( fig. 3 )• 

Dim. Perocché, prendendo ad arbitrio due puntiP e N nelle due 
rette NM, e PQ che s’incontrano nel punto F, e condotta la retta 
PN, le due linee PF, e NF sono situate nel piano del triangolo 
PFN: per cui anche le rette MN e PQ dovranno trovarsi nel mede- 
simo piano (n. 2). 

PROPOSIZIONE IV — TEOREMA 

» 

7. Una retta che incontra due altre situate in un piano , dorrà 
trovarsi nel medesimo piano (fig. 4). 

Dim. Infatti, supponendo che la retta HO incontri le rette AB, 
e CD situate in uno stesso piano, i punti L,ed E d’incontro si tro- 
veranno nel detto piano; e però tutta la retta HO dovrà stare nel 
piano medesimo (n. 3). 
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PROPOSIZIONE V— TEOREMA 

8. L’ intersezione comune di due piani che s'incontrano è una li- 
nea retta (fig. 3). 

Dim. Sia AB i'iutcrsezioDe comune di due piani MiN, e PQ. È ma- 
nifesto che questa intersezione deve essere una linea, ed una linea 
retta; perciocché se potesse essere una porzione di superficie;o una 
linea curva, i due proposti piani avrebbero sempre più di due punti 
di comune non disposti in linea retta, e si confonderebbero 1’ uno 
con l’allro (n. 5) contro la supposizione; dunque l’ intersezione 
comune di due piani è una linea retta. 

9. Scolio. I principj fin qui esposti sono, come si è veduto, co- 
rollarj manifesti della nozione che abbiamo della linea retta, e del 
piano; in guisa che si potrebbero considerare quasi come assiomi. 
Essi sono della più grande importanza, perchè sopra siffatti prin- 
cipj semplicissimi è stabilita tutta la geometria solida. 

Or siccome nella geometria piana la prima cosa che abbiamo con- 
siderata è stato rincontro, o il non incontro delle rette situate in 
un piano, così pure nella geometria solida la prima cosa da consi- 
derarsi dovrà essere l’incontro, o il non incontro delle linee rette 
con i piani, e l’incontro, o il non incontro dei piani fra loro senza 
clic lo spazio rimanga chiuso da per ogni dove. 

CAPITOLO II. 

DELLE RETTE PBBPENDICOLABI ED OBLIQUE Al PIANI. 

10. Per una medesima linea retta AP (fig 6.) può passare una 
infinità di piani differenti; dappoiché un piano può girare intorno 
ad una linea retta condotta in esso comunque, e prendere in questo 
modo un numero infinito di situazioni diverse senza che i punti del- 
la retta cangiano sito.Ciò premessoci facciano passare per la retta - 
AP due piani differenti APB, ed A PC; indi dami medesimo punto 

P di questa retta si conducano sopra AP le perpendicolari PB,PC, 
l’una nel piano APB, e l’altra nel piano APC. Or queste due per- 
pendicolari determinano la posizione di un piano MN, poiché s’in- 
contrano nel punto P (n. fi), per conseguenza riesce naturale il 
ricercare se tirando pel punto P nel medesimo piano MN una qua- 
lunque altra retta PD, quéta sia pure perpendicolare ad AP. 

PROPOSIZIONE VI .— TEOREMA 

11. Se una retta AP è perpendicolare a due rette PB, PC che 
s' inter segano nel suo piede P nel piano MN, essa sarà perpendi- 
colare a titillisi’ oglia retta PD condotta pel punto P nel piano me- 
desimo (lig. fi). 
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Livi. Si prolunghino le rette PB, PC, PD, verso H, E, F, si 
prenda PB uguale aPH, PC uguale a l'E, e si tirino le rette BC, 
EH; indi da un punto A della perpendicolare AP si conducano le 
rette AB, AH, AC, AE, AD, AF. 

Poiché l’angolo BPC è uguale al suo verticale EPH, il triangolo 
BPC sarà uguale al triangolo EPH, per conseguenza si avrò BC= 
EH, e l’angolo PCD=PEF. Or essendo di più l’angolo DPC ugua- 
le al suo verticale EPF, ed il lato PC=PE, ne segue che il trian- 
golo DPC è uguale al triangolo EPF; e perciò risulta PD— PF, e 
DC=EF. Da un’altra parte nel piano ABI1 le oblique AB, AH 
sono uguali come equidistanti dalla perpendicolare AP, e lo slesso 
deve dirsi delle oblique AC, AE nel piano ACE, dunque i triangoli 
ABC, AEH sono equilateri fra loro, e però l’angolo ACD è uguale 
all’angolo AEF. Quindi i due triangoli AEF, ACD hanno un an- 
golo uguale compreso fra lati rispettivamenle uguali, per cui sono 
uguali, ed il lato AD è uguale al lato AF. Finalmente i triangoli 
APD, APE risultano equilateri fra loro, e però l’ angolo APO sarà 
uguale all’angolo APE, ovvero AP è perpendicolare a PD. 

12. Definizione. Una retta dicesi perpendicolare ad un piano 
quando è perpendicolare a tutte le rette che passano pel suo pie- 
de in questo piano; poiché ir. tal caso forma angoli adiacenti ugua- 
li con tulle le rette accennale. 

Reciprocamente, un piano si dice perpendicolare ad una retta, 
allorché contiene tutte le perpendicolari condotte a questa retta 
per un medesimo punto di essa. 

13. Corollario. Apparisce da questa proposizione che 

Se rantolo retto A PC gira intorno ad un suo lato Al’ supposto 
immobile , P altro lato PC, che non cesserà di essere perpendicolare 
ad AP; descriverà nel suo movimento il piano SIN perpendicolare 
ad AP (fig. C). 

Infatti, supponendo che il lato mobile PC sia giunlo in PB, il 
piano che passa per queste due rette è determinato, e la retta PC 
in tutte le sue posizioni non potrò mai trovarsi fuori di questo pia- 
no, perchè tutte le rette che si conducono pel punto P nel piano 
MN sono perpendicolari ad AP, e quindi coincidono con le varie 
posizioni del lato mobile PC. 

PROPOSIZIONE VII.— TEOREMA. 

14. Per un punto dato non si può condurre ad un piano che una 
sola perpendicolare ( fig. 7 ). 

Lim. Sia A un punto situalo fuori del piano MN, c si suppon- 
ga, se è possibile, che le rette AP, AD sieno due perpendicolari a 
questo piano; indi si conduca la retta PD. Nel triangolo APD vi sa- 
rebbero due angoli retti; il che è assurdo; dunque dal punto A 
non si può abbassare sul piano MN clic una sola perpendicolare. 
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Se poi il paolo dato è P nel piano MN, e si supponga che le ret- 
te PA, l‘E sieno due perpendicolari al piano medesimo, allora fa- 
cendo passare per le dette perpendicolari un piano che tagli il pia- 
no MN secondo la retta PI), gli angoli APD, EPI) sarebbero retti 
ambidue; e però la parte sarebbe uguale al tutto il che non può 
sussistere. Dunque per un punto dato non si può condurre ad un 
piano che una sola perpendicolare. 

PROPOSIZIONE Vili. — PROBLEMA. 

15. Per un punto A situato fuoi i di un piano MN abbassare ma 
perpendicolare sopra questo piano (fig. 8). 

Solu.ione. Si conduca una retta BC nel piano MN, per questa 
retta e pel punto A si faccia passare un piano (n. 5), indi in que- 
sto si abbassi sopra BC la perpendicolare AD, e dal punto I) si 
conduca nel piano MN la retta DP perpendicolare a BC. Finalmen- 
te si faccia passare un piano per le rette Al), DP, ed in questo pia- 
no si cali sopra DP la perpendicolare AP, questa sarà perpendico- 
lare al piano MN. 

Infatti, si tirino le rette PB,'AB; il quadrato di AB è uguale ai 
quadrati di AD, e DB, perchè è retto l’angolo ADB-, ma per la stessa 
ragione il quadrato di AD è uguale alla somma de’quadrati di AP, 
e di PI), dunque sarà il quadrato di AB uguale alla somma dei 
tre quadrati di AP, PI), DB, ovvero dei quadrati di AP, PB, per- 
chè è retto l’angolo PDB. Sicché 1’ angolo APB è retto, ma per 
costruzione l’angolo API) è retto , ne segue che AP è perpendi- 
colare al piano MN (n. 11). 

PROPOSIZIONE IX. — TEOREMA 

16. Se da un punto A situato fuori di un piano MN si conducano 
sopra questo pianola perpendicolare AP, e differenti oblique AB, AD, 
AC, AE, ecc. 

% 

1 . ° La perpendicolare sarà più corta di ooni obliqua. 

2. * Le oblique equidistanti dalla perpendicolare saranno uguali 
fra loro. 

3. ° Di due oblique qualunque , quella che più si allontana dalla 
perpendicolare sarà la più lunga (fig. 6). 

Dim. Infatti , se si conducano le rette PB, PD PC, PE, ecc. 1 , c 
si facciano girare gli angoli retti APC, APD, APE, ree. intorno 
ad AP, trnte le oblique potranno ridursi ad essere situate in un 
medesimo piano ABH •, e per conseguenza il teorema proposto si 
dimostrerà come nella geometria piana (n. 112). 
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PROPOSIZIONE X. — TEOREMA. 

17. Se da un punto A della retta AD obliqua al piano MN ti ab- 
batti la perpendicolare AP sopra questo piano , e si conduca la retta 
DP, l'obliqua AD sarà perpendicolare alla retta DO tirata perpendi- 
colarmente a DP nel piano MN (fig. 8). 

Dim. Si prenda BD=CD, e si tirino le rette PB, PC, AB, AC. 
Essendo BD=CD, le oblique PB, PC saranno uguali perchè equi- 
distanti dalla perpendicolare PD Parimente le oblique AB, AC sa- 
ranno uguali come equidistanti dalla perpendicolare AP, dunque 
rispetlo ad AD le rette AB, AC sono due oblique ugnali, ed equi- 
distanti, e per conseguenza AD è perpendicolare a BC. 

18. Corollario . Essendo la retta BC perpendicolare alle due ielle 
DP, e Da, sarà perpendicolare al piano APDche passa per le rette 
medesime (n. 11). 

PROPOSIZIONE XI — PROBLEMA. 

19. Da un punto D situalo nel piano MN innalzare una perpendi- 
colare sopra questo piano (fig. 9). 

Sol. Da un punto A situato fuori del piano MN si abbassi sopra 
questo piano la perpendicolare AP, e si conduca la retta PD - , indi 
si faccia passare per le rette AP, PD un piano, nel quale si tiri la 
retta DE perpendicolare a DP, sarà DE la perpendicolare richiesta. 
Infatti, se si conduca la retta BC perpendicolarmente a DP nel pia- 
no MN, l’angolo EDB sarà retto -, perchè BD è perpendicolare al 
piano APDE (n. 18), e per conseguenza a tutte le rette che sono 
in esso come la DE. Ma per costruzione è retto l’angolo EDP, dun- 
que la retta ED è perpendicolare alle due rette DP, DB, e però è 
perpendicolare al piano MN. 

PROPOSIZIONE XII. — PROBLEMA. 

20. Per un punto 0 di una retta AE condurre un piano perpendi- 
colare a questa retta (fig. 10). 

Sol. Si facciano passare per la retta data due piani qualunque. 
In uno di questi piani si conduca la retta OB perpendicolare ad 
AE; e nell’altro la retta OC anche perpendicolare ad aE. Final- 
mente per le rette OB, OC si faccia passare un piano MN, questo 
sarà perpendicolare alla retta data ( n. 12 )’, poiché essendo AO 
perpendicolare alle due rette OB, OC, dev’essere perpendicolare 
al piano determinato da queste rette. 
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21. Per un punto B situato fuori di una retta A E condurre un 
piano perpendicolare a questa retta (fig. 10). 

SoZ.Pelpunto dato B e per la retta AE si conduca un piano, nel 
quale si abbassi BO perpendicolare sopra AE-, secondo questa ul- 
tima retta si conduca un altro piano qualunque-, ed in essa s’innal- 
zi OC perpendicolare ad AE. Finalmente per le rette BO, ed OC si 
faccia passare un piano, questo sara il piano richiesto; poiché con- 
tiene BO, ed OC ambedue perpendicolari ad ÀE. 

CAP ITOLO IH. 

DELLE BETTE PARALLELE FRA LORO, B DELLE «ETTE 
PARALLELE AI PIANI. 

22. Nella proposizione X ( fig. 9 ) si è veduto che le rette BC , 
AP, situate l’una nel piano MN , l’altra nel piano APD, sono per- 
pendicolari ad una medesima retta DP. Or è da osservarsi che 
quantunque queste due perpendicolari non possano incontrarsi , 
pure non si dicono parallele: dappoiché si è convenuto di chiamar 
esclusivamente rette parallele quelle ch’essendo situate in un me- 
desimo piano non s’incontrano mai. Epperò quando si mette per 
ipotesi che due rette date sono parallele, si sottintende implicita- 
mente che sono poste in un medesimo piano.Da ciò ne consegue che 

Due rette parallele determinano la posizione di un piano. 

23. Definizione. Una retta si dirà essere parallela ad un piano, 
allorché prolungandosi l’una e l’altro non s’incontrano mai. 

PROPOSIZIONE XIY. — TEOREMA. 

24. Se due rette AP, ED sono parallele , ed una di esse i perpen- 
dicolare ad un piano MN, anche Coltra sarà perpendicolare al mede- 
simo piano (fig. 9). 

Dim. Sia AP perpendicolare al piano MN; si tirino le rette PD, 
AD, e nel piano MN si conduca a DP la perpendicolare BC, questa 
sarà pure perpendicolare al piano APD ( n. 18 ), ovvero al piano 
APDE delle parallele AP, DE. Quindi sarà retto l’angolo EDB; ma 
in virtù delle medesime parallele è anche retto l’angolo EDP, dun- 
que la retta ED è perpendicolare alle due DB, DP, e per conse- 
guenza al piano MN. 
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PROPOSIZIONE XV. — TUO REM A. 

23. Due rette AP, ED perpendicolari ad un medesimo piano MX 
sono parallele fra loro (fig. 9), 

Dim. Perocché, se ED non è parallela ad AP, si conducano le 
rette PD, Al>, e nel piano APD si tiri pel punto D una retta paral- 
lela ad AP, la quale sarà perpendicolare al piano MN (n. 2l). Ma 
per ipotesi anche DE è perpendicolare ad MN •, dunque si potreb- 
bero innalzare dal punto L) due perpendicolari ad un medesimo 
piano, il che è assurdo; e però ED è parallela ad AP. 

26 .Corollario. Segue da questo teorema clic per un punto P pre- 
so fuori di una retta ED non si può condurre a questa retta che 
una sola parallela PA. Infatti, pel punto P si faccia passare un pia- 
no MN perpendicolare alla retta UE[n. 21); se pel punto P si po- 
tesse condurre a DE un’altra parallela, questa sarebbe perpendi- 
colare al piano MN, ed allora per uno stesso punto si potrebbero 
innalzare due perpendicolari al p iano MN , il che non può sussi- 
stere. 


PROPOSIZIONE XVI TEOREMA. 

27. Per un punto dato condurre una parallela ad una retta data 
(fig. 9). 

Sol. Sia P il punto dato, e DE la retta data; per questo punto e 
la retta accennata si faccia passare uu piano, nei quale si conduca 
PA parallela a DE, è manifesto che PA sarà la parallela richiesta. 

PROPOSIZIONE XVII— TEOREMA. 

28. Due rette AB, DF parallele aduna terza CE sono parallele 
fra loro (fig. 11). 

Dim. Per un punto E della retta CE si conduca un piano per- 
pendicolare a questa retta (n. 20), le rette AB, DF essendo per i- 
potesi parallele a CE, saranno perpendicolari al piano MN (n. 24) 
e però saranno parallele fra loro. 

29. Scolio. Il teorema analogo, cioè quando le tre rette sono si- 
tuate in un medesimo.'piano è stato dimostrato nella geometria pia- 
na ( n. 71). 


PROPOSIZIONE XV111. — TEOREMA. 

30. Se una retta AB situata fuori di un piano MN è parallela ad 
una retta qualunque CD condotta in questo piano , essa sarà paralle- 
la al piano medesimo (fig. 12). 
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Dim. Essendo parallele le rette AB, CD, saranno situate in un 
medesimo piano ABDC, per conseguenza se AB prolungata incon- 
trasse il piano MN, dovrebbe ancora incontrare la retta CD, con- 
tro la supposizione; dunque AB è parallela al piano MN. 

C A P 1 T 0 L O IV. 

DEI PIANI PARALLELI FRA LORO. 

31. Definizione. Due piani si dicono paralleli , allorché prolun- 
gati indefinitamente non possono incontrarsi. 

PROPOSIZIONE XIX — TEOREMA 

32 Due piani MN, PQ perpendicolari ad una medesima retta AB 
sono paralleli fra loro ( fig 13 ). 

Dim. Perocché se i due piani non sono paralleli, prolungati suf- 
ficientemente dovranno incontrarsi: sia 0 un punto della loro co- 
mune intersezione, e da questo punto si tirino le rette OA, OB, 
che giaceranno nei piani. Essendo per ipotesi la retta AB perpen- 
dicolare ai due pian:, gli angoli QaB, DBA saranno retti (n. 12); 
per conseguenza nel triangolo OaB vi sarebbero due angoli retti, 
il che è assurdo; dunque i due p ani sono paralleli. 

proposizione xx — Teorema. 

33. Le intersezioni AB, CD di due piani paralleli MN, PQ con 
un terzo piano ABDC sono parallele fra loro ( fig. 12 ). 

Dim. Infatti, se AB potesse incontrare CD, il punto d’incontro 
dovrebbe trovarsi nei due piani MN, PQ: ma per ipotesi questi due 
piani sono paralleli, e perciò non possono avere alcun punto co- 
mune, dunque anche AB è parallela a CD. 

PROPOSIZIONE XXI — TEOREMA 

34. Se due piani MN, PQ sono paralleli, ogni retta AB perpen- 
dicolare alCuno è ancora perpendicolare alC altro (fig. 13). 

Dim. Sia AB perpendicolare al piano PQ; si conduca una retta 
BC comunque nel piano medesimo; poi per le due AB, BCsi fac- 
cia passare un piano che tagli il piano MN secondo la retta AD. Es- 
sendo per ipotesi paralleli i due piani MN, PQ, le intersezioni AD, 
BC di questi piani col piano DABC saranno parallele (n. 33); nu 
AB è perpendicolare a BC, perchè si è suppos ta perpendicolare al 
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piano l'Q, dunque AB sarà ancora perpendicolare ad AD-, c sicco- 
me per ipolesi BC è una retta qualunque, ne segue che AB è per- 
pendicolare a tulle le rette che passano pel suo piede A nel piano 
MN, ovvero è perpendicolare a questo piano. 

35. Corollario I. Da questo teorema s’inferisce che per un pun- 
to B situato Cuori di un piano MN non si può condurre che un so- 
lo piano parallelo al piano MN. Perocché se si potessero condurre 
due piani paralleli, essi sarebbero ambidue perpendicolari alla ret- 
ta AB abbassata dal punto B perpendicolarmente sopra il piano 
MN - , ed in tal caso per un punto di una retta si potrebbero innal- 
zare due piani perpendicolari alla retta medesima, il che non può 
sussistere. 

30. Corollario II. Due piani paralleli ad un terzo piano sono pa- 
ralleli fra loro: perocché se s’incontrassero, da un punto della loro 
comune intersezione si potrebbero condurre due piani paralleli ad 
un altro piano - , il choc impossibile (n. 35). 

PROrOSIZIONE XXII— PROBLEMA. 


57 . Per un punto dato B condurre un piano parallelo ad un piano 
MN (fig. 13). • 

Sol. Dal punto B si abbassi sopra il piano MN hi perpendicolare 
BA, indi pel medesimo punto si conduca un piano PQ perpendico- 
lare alia retta B.V (n.20) - , è manifesto che PQ sarà il piano richie- 
sto ( n. 32 ). 

PROPOSIZIONE XXIII — TEOREMA 

38. Le rette parallele AC , BD comprese fra i pani paralleli 
MN, PQ sono uguali fra loro ( fìg. 12. ). 

bim. Infatti, essendo AC parallela a BD, esse saranno situate in 
un medesimo piano ABDC, di cui le intersezioni con i piani MN, 
l'Q sono parallele (n. 33). La figura ABDC è dunque un parallelo- 
grammo; e però si avrà AC=Bl). 

39. Corollario. Da questo teorema si deduce che 

Due piani paralleli sono equidistanti fra loro. 

Infatti, se due rette AC, BD sono perpendicolari ai piani (fìg. 12) 
PQ, MN, ciascuna di esse sarà la più corta distanza di questi 
piani, perchè ogni obliqua sarebbe più lunga. 

PROPOSIZIONE XXtV— TEOREMA. 

IO. Due rette comprese fra tre piani paralleli sono divise in 
parti proporzionali ( fig. 14 ). 
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Dt'm.Sieno le rette AB, CD comprese fra tre piani paralleli MN, 
PQ, RS; si tiri la retta AD che incontri il piano PQ nel punto G : 
indi si conducano le rette aC, EG, FG, BD. 

Le intersezioni EG, BD dei piani paralleli PQ, RS col piano 
ABD essendo parallele (n. 33), le rette AB, AD saranno divise in 
parti proporzionali nei punti E, G; e però la ragione di AE ad EB 
sarà uguale a quella di AG a GD. Parimente essendo AC parallela 
a GF, sarà la ragione di AG a GD uguale a quella di CF a FD; 
ma due ragioni uguali ad una terza sono uguali fra loro, dunaue 
AE: EB ; ; CF: FD. • 


CAPITOLO V, 

DEGLI ANGOLI CHE LE RETTE FANNO TRA LORO NELLO SPAZIO, 

E DEGLI ANGOLI CHE FORMANO CON I PIANI. 

4L Quando dne rette si tagliano nello spazio, esse determinano 
un piano; per conseguenza tutto ciò che si è dimostrato nella geo- 
metria piana intorno agli angoli formali da due rette sopra un 
piano può applicarsi agli angoli formati da due rette che si taglia- 
no nello spazio. Qui dunque esporremo ciò che riguarda gli an- 
goli che non sono situati nello stesso piano. 

PROPOSIZIONE XXV. — TEOREMA. 

42. Se due angoli non situati nello stesso piano hanno i lati ri- 
spettivamente paralleli e rivolti dalla stessa parte , essi saranno 
tignali, ed i loro piani saranno paralleli ( fig. il). 

« 

Dim. Sieno CAD, EBF due angoli situati l’uno nel piano PQ, 
c l’altro nel piano MN; si taccia AC— 1)E, AD=BF, e si con- 
ducano le rette AB, CE, DF, CD, EF. 

Essendo AC uguale e parallela a BE, la figura ABEC sarà un pa- 
rallelogrammo; e però sarà AB uguale e parallela a CE. Pari- 
mente si dimostra che AB è uguale e parallela a DF, dunque CE 
è uguale e parnllela a DF (n. 28), onde si avrà CD=EF,cd il trian- 
golo CADsarà uguale al triangolo EBF; e l’angolo CAD=EBF. 

In secondo luogo, il piano CAD sarà parallelo al piano EBF. In- 
fatti, se pel punto A si conduca un piano parallelo al piano BEF, 
questi due piani dovranno incontrare le tre rette parallele AB, 
CE, DF in modo che le parti di queste rette comprese fra essi 
sieno uguali ( n. 38); ma AB, CE, DF sono uguali fra loro, dun- 
que il piano parallelo al piano BEF deve confondersi col piano 
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PROPOSIZIONE XXVI— TEOREMA. 

43. Se due relle non sono situate in un medesimo piano , saran- 
no sempre situate in due piani paralleli ( lig. 13 ). 

Dim. Sieno le due rette AB, CD non situate in un medesimo pia- 
no*, si conduca pel punto E la retta EF parallela a CD, e pel pun- 
to C la retta GH parallela ad AB, il piano determinato dall’ incon- 
tro delle rette BE, EF sarà parallelo al piano determinato dalle 
retteTIG, CD ( n. 42 ); per conseguenza le rette AB, CI) saranno 
situate in piani paralleli. 

44. Scolio. Quando due rette non sono situate in un medesimo 
piano, esse non formano angolo propriamente parlando*, non ostan- 
te volendosi valutare la loro scambievole inclinazione si conduca 
per un punto di una di esse una retta parallela all’altra, e l’angolo 
formato dalle due rette misura l’inclinazione richiesta. Se poi una 
retta incontra un piano senza che sia a questo perpendicolare, essa 
può avvicinarsi più o meno al piano medesimo, ovvero essere più 
o meno inclinata a questo piano. La misura di siffatta inclinazione 
sarà data nel teorema qui appresso. 

PROrOSJZIONE XXVII — TEOREMA. 

43. L'angolo ADP formato dalla obliqua AD e dal' a retta che 
unisce il piede D della obliqua col piede P della perpendicolare 
AI* al piano MS, misura la inclinazione della obliqua col piano 
medesimo ( lig. 1<> ). 

Dim. Perchè una siffatta misura possa essere legittima, convien 
dimostrare in primo luogo che l’angolo ADP non varia da qualun- 
que pun to della obliqua si abbassi la perpendicolare sul piano; ed 
in secondo luogo che l'angolo medesimo sia il più piccolo di tutti 
quelli che la obliqua accennata può fare con qualsivoglia altra 
retta DC condotta pel punto D nel piano MS. 

t.°Sia EF un’altra perpendicolare abbassata da un punto qua- 
lunque E della obliqua AD sul piano MS. Le due rette AP, F.F 
essendo perpendicolari ad un medesimo piano sono parallele fra 
loro; e determinano un piano, in cui si ritrova la retta AD, poi- 
ché una parte AE di questa retta si contiene nel detto piano; per 
conseguenza i punti P, F, D devono ancora trovarsi nel piano me- 
desimo; ma questi stessi punti sono posti nel piano MS, dunque 
essi stanno nella intersezione comune dei due piani; vale a dire 
sono in linea retta. Laonde qualunque siasi la perpendicolare EF 
abbassata da un punto della obliqua AD sul piano MS, il suo pie- 
de F sarà sempre situato sopra la retta PD, e per conseguenza 
l’angolo ADP resterà sempre lo stesso. 
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2!° Si faccia DC=DF, c si conduca la retta EC; i due triangoli 
EDC, EDF hanno due lati rispettivamente uguali a due lati, ma 
il terzo lato EC del primo è maggiore del terzo lato EF del secon- 
do, perchè KF è perpendicolare, ed EC è obliqua al piano MN, 
dunque sarà l’angolo EDC maggiore dell’angolo EDF; e però l’an- 
golo ADI* sarà il p ù piccolo di tutti gli angoli che la obliqua aD 
può formarecon qualsivoglia altra retta diversa da DP nel piano 
MN. 


CAPITOLO VI. 

DEGLI ANGOLI FORMATI DAI PIANI CHE s’ INCONTRANO, 

OVVERO DEGLI ANGOLI DIEDRI. 

46. Definizione I. Allorché due piani MD, CN (fig. 47) s’in- 
con Irano, la quantità più o meno grande dì cui l’uno si allontana 
dall’altro, in quanto alla loro posizione, dicesi angolo diedro, cioè 
angolo a due facce. La comune intersezione DC chiamasi spigolo e 
corrisponde al vertice dell’angolo formato da due linee rette in un 
piano, mentre le facce MD, CN corrispondono ai lati di questo mc- 
drsimo angolo, avvertendo nondimeno che lo spigolo, e le facce 
dell’ angolo diedro si devono considerare sempre come indefiniti. 

47. Per indicare un angolo diedro si adoperano comunemente 
quattro lettere: così volendo indicare l’angolo formalo dai piani 
MD, CN si dice: l'angolo diedro MCDN, avendo cura di mettere in 
mezzo le due lettere che servono a dinotare lo spigolo. La ragione 
di ciò è mani festa, dappoiché tre punti bastano a dolermi nare la 
posizione di un piano, c quindi prendendo una lettera in ciascuna 
l'accia, e due nello spigolo, si vengono a determinare i piani che 
formano l’angolo diedro. Purtuttavolta è d’avvertirsi che può in- 
dicarsi un angolo diedro nominando soltanto due lettere prese nel- 
lo spigolo, e perciò invece di dire: V angolo diedro MCDN, si dirà 
semplicemente l'angolo diedro CD, come talvolta s’indica un ango- 
lo piano rettilineo nominando la sola lettera del suo vertice. 

48. Definizione II. Se per un pun to qualunque 0 dello spigolo DC 
si conducano due perpendi olari OD, OAallo stesso spigolo, l’una 
nel piano CN, e l’altra nel piano MI', l’angolo AOB sarà un angolo 
piano rettilineo. All’angolo formato in tal guisa si dà il nome di 
angolo piano corrispondente all' angolo diedro MCDN. dappoiché 
quest’angolo è sempre lo stesso in tutti i punti dello spigolo.lnfatli 
supponendo che le rette MC, KC sieno perpendicolari allo spigolo 
CD, l’angolo MCK sarà uguale all’ angolo AOB, perchè hanno i 
Iati rispettivamente paralleli c rivolti dalla stessa parte (n. 42). 

49. È manifesto che uu angolo diedro risulta uguale ad un altro 
angolo diedro, allorché sovrapponendo una faccia del primo ad una 
faccia del secondo, e lo spigolo allo spigolo, la rimanente faccia del 
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primo combacia con la rimanente faccia del secondo, prccisamen- 
te come avviene negli angoli piani rettilinei. 

oQ.l) e finizione 111. Un piano dicesi perpendicolare ad un altro 
allorché torma con questo due angoli diedri adiacenti uguali fra 
loro. Ciascuno di questi angoli chiamasi angolo diedro retto. Si 
comprende che si debba intendere per angolo diedro acuto ed ot- 
tuso. 

PROPOSIZIONE XXVIII. _ TEOREMA. 

ót. Se due angoli diedri MCDN , mcdii sono uguali , gli angoli 
ptam corrispondenti AOB, aob saranno ancora uguali (fig. 17). 


Rim. Si applichi l’angolo diedro meda sull’angolo diedro MCDN 
in modo che gli spigoli cd, CD coincidano, come pure le facce md, 
A , e che il punto o cada sul puntoO, il lato oa caderù sul lato 
, , perche sono retti gli angoli doa, BOA. Parimente la faccia cn 
dovrà combaciare coda faccia CN, e però il Iato ob cadérti sul lato 
UB; dunque il piano aob combacerà col piano AOB, e l’angolo aoè 
sara uguale all’angolo AOB. 

52. Scolio. La reciproca di questa proposizione è così manife- 
sta che non occorre dimostrarla. 

PROPOSIZIONE XXIX.— TEOREMA. 

53. Se un piano BK è perpendicolare ad un altro MN, ogni retta 
A I condotta perpendicolarmente alla intersezione comune BC nel 
piano BK sara perpendicolare al piano MN (fig. 18). 


Ltm. Nel piano MN si tiri DF perpendicolare a BC. Essendo per 
ipotesi uguali gli angoli diedri che il piano BK forma col piano 
A1N, gli angoli piani corrispondenti API), APE saranno ancora 

U ^i'i f>1 ^' Q ,lindi ,a re,ta sarà perpendicolare alle due 
rette BC, DE che passanti pel suo piede P nel piano MN , e però 
sara perpendicolare a questo medesimo piano. 

PROPOSIZIONE XXX — TEOREMA. 

51. Se una retta AP è perpendicolare ad un piano MN ogni pia- 
no v che passa per questa retta sarà perpendicolare al medesimo 
piano (fig. |8). 


Dim. Pel punto P si conduca nel piano MN la retta DE perpen- 
dicolare alla intersezione comune BC dei due piani. Essendo per 
ipotesi AP perpendicolare al piano MN. gli angoli APD, APE sa- 
ranno retti, e perciò uguali; ma questi sono gli angoli piani corri- 
SP °Mu j ag,i a " fer °. li diedri adiaoenli che il piano BK forma col pia- 
no MN, dunque il piano BK è perpendicolare al pia io MN (n. 50). 
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PROPOSIZIONE XXXI. — TEOREMA. 

53. Se due pani BG, DF, che s' inter segano^ sono perpendicolari 
ad un piano MN, la loro comune intersezione AP sarà perpendico- 
lare al medesimo piano (fig. 19). 

Dim. Imperocché, se AP non è perpendicolare al piano MN, non 
potrà essere neppure perpendicolare alle due rette BC, DE che 
passano pel suo piede P nel piano MN; quindi nel piano BG si po- 
trebbe condurre dal punto P una perpendicolare a BC,e nel piano 
DF una perpendicolare a DE. Ma ciascuna di queste perpendico- 
lari dovrebb’essere perpendicolare al piano MN (n. 33); il che è 
assurdo (n. 14), dunque AP è perpendicolare al piano SIN. 

PROPOSIZIONE XXXII .— TEOREMA 


56. Due angoli diedri qualunque stanno come i loro angoli piani 
corrispondenti (fig. 17). 

Dim. Sieno MCDN, mcdn due angoli diedri qualunque, ed AOB 
aob i loro angoli piani corrispondenti. 

Nel piano AOB si descriva col centro in 0, e con un raggio ad 
arbitrio l’arco di circolo AB; lo stesso si faccia nel piano aob , pren- 
dendo per raggio oa—OK. 

Ciò premesso, si supponga in primo luogo che gli archi AB, ab 
sieno commensurabili, eche la loro comune misura sia contenuta 
m volte nell’arco AB, e n volte nell’arco ab. Si divida l’arco AB in 
m parti eguali, portando la comune misura sopra di esso e l’arco 
aòin n parli eguali, indi si congiungano i punti di divisione col 
centro 0, e col centro o, le rette congiungenli saranno raggi che 
divideranno l’angolo AOB in m parti uguali, e l’angolo aob in n 
parti uguali. Or se per tutti questi raggi, e per gli spigoli DC, 
de si facciano passare i piani che vengono determinati dall’incon- 
tro dei raggi con gli spigoli medesimi, l’angolo diedro MCDN sarà 
diviso in m angoli diedri uguali, e l’angolodiedro mcdn in n ango- 
li diedri eguali , perchè i loro angoli piani corrispondenti sono 
uguali fra loro. Laonde risulta manifesto che gli angoli diedri 
proposti stanno come i loro angoli piani corrispondenti. 

La stessa proporzione sussiste ancora quando gli archi AB, ab 
non sono commensurabili, e ciò si dimostra applicando a questo 
caso il ragionamento fatto per un caso analogo nella geometria 
.piana (n. 371); dunque gli angoli diedri stanno come i loro ango- 
li piani corrispondenti. 

57. Sco/io. Questa proposizione si enuncia ancora dicendo che: 

Un angolo diedro qualunque ha per misura l’angolo piano corri- 
spondente ovvero l’arco di circolo che serve di misura all’angolo 
piano medesimo. 
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Infatti, se si prenda per unità di misura degli angoli diedri Tari* 
golo diedro retto, da quanto qui sopra si è dimostrato ne consegue 
elle un angolo diedro qualuiupte sta all angolo diedro retto come 
langolo piano corrispondente al primo sta aitandolo piano corri- 
spondente al secondo, cioè all’angolo retto. 

Quindi il rapporto di un angolo diedro qualunque alla sua uni- 
tà di misura è uguale al rapporto dell’angolo piano corrisponden- 
te alla sua unità - , il che equivale a dire che un angolo diedro qua- 
lunque ha per misura l’ angolo piano corrispondente. 

PROPOSIZIONE XXXIII— TEOREMA. 

58. Se per un punto B dello spigolo OE di un angolo diedro OOEF 
si conducano le rette Bt* , BQ rispettivamente perpendicolari alle 
facce OD, OF, langolo PBQ formato da queste perpendicolari sarà il 
supplemento dell'angolo ABC che misura C angolo diedro ( fig. 20 ). 

Dim. La retta BP essendo perpendicolare al piano OD, sarà per- 
pendicolare alla retta OE, che passa pel suo piede in questo pia- 
no. Parimente la retta BQ sarà perpendicolare ad OE. Da un’altra 
parte le rette BA, BC sono ancora perpendicolari ad OE per ipo- 
tesi, dunque le quattro rette BA , BP, BQ, BC sono situate nel 
piano che sarebbe prodotto dal rivolgimento dell’ angolo retto 
EBA intorno al lato EB supposto immobile ( n. li ); e perciò la 
somma de’ quattro angoli ABC, ABP, PBQ, QBC equivale a quat- 
tro angoli retti-, ma gli angoli ABP, e QBC sono retti, dunque gli 
altri due presi insieme sono uguali a due retti, e per conseguen- 
za l’angolo PBQ è il supplemento dell’angolo ABC che misura l’an- 
golo diedro proposto. 

CAPITOLO VII. 

DEULI ANGOLI SOLIDI. 

59. Definizione I. Se più piani si tagliano a due a due e si riu- 
niscono tutti in un medesimo punto, lo spazio angolare da essi 
compreso dicesi angolo solido, o angolo poliedro. 

OO.Questa definizione è sufficiente a dare una idea chiara dell’an- 
golo solido; dappoiché l’angolo sia piano, sia solido non può defi- 
nirsi, rigorosamente parlando, essendo impossibile definire esatta- 
mente in che consiste la inclinazione di due rette che s’incontrano 
in un medesimo piano senza formare una sola linea, o quella che 
risulta da tre, o più rettele quali sono situate in piani differenti, e 
concorrono in un medesimo punto. Del resto, come già osservam- 
mo parlando dell’angolo piano, una definizione esatta dell’angolo 
solido non è necessaria - , poiché si può conoscere l’uguaglianza di 
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duo angoli solidi Sovrapponendo l’uno all'altro, e ciò basta per 
fondare l’esalta teorica di delti angoli. 

61. Definizione li. Il punto d’incontro dei piani che formano l’an- 
golo solido chiamasi vertice dell’angolo stesso - , e le inlers /-ioni dei 
piani medesimi si dicono spigoli o costole dell’angolo solido. 

6-2. Definizione. HI. L’angolo solido prende il suo nome partico- 
lare dal numero dei piani che lo costituiscono - , così (fig. 24)l’an- 

£ olo formalo in S dai tre piani SAB, S iC, SBC si dice angolo soli - 
> triedro , o più semplicemente angolo triedro ; quello formato da 
quattro piani chiamasi angolo solido tetraedro , o angolo tetraedro ec. 

63. Definizione IV. Inqualuuque'angolo solido si distinguono gli 
angoli piani rettilinei formati dagli spigoli in ciascuna faccia, come 
sarebbero (fig. 2 l) gli angoli BSA, BSC, ASC, e gli angoli diedri del- 
le facce o piani successivi che costituiscono l’angolo solido mede- 
simo. 

64. Per indicare un angolo solido si enuncia la lettera del verti- 
ce ponendo di seguito tutte le altre lettere rispettivamente situate 
sopra i suoi spigoli: così si dice (fig. 21) Vangolo solido SABC. 

Talvolta si adopera la 60la lettera del vertice, dicendosi Fango- 
Io solido S. _ * 

63. Definizione V. L’ angolo solido si dirà convesso quando il 
piano di ciascuna faccia prolungato non taglia l’angolo medesimo, 
vale a dire quando tutti i suoi angoli diedri sono salienti. Tale è 
l’angolo solido SABC( fig. 21 ), in cui ninno spigolo è rientrante. 
E qui giova osservare che negli elementi di geometria si conside- 
rano i soli angoli solidi convessi. 

PROPOSIZiONE XXXIV. — TEOREMA. 

66. In ogni angolo triedro uno qualunque dei suoi tre angoli pia- 
ni i minore della somma degli altri due (fig. 21). 

Dim. Sia S ABC un angolo triedro, e sia ASB il maggiore dei tre 
angoli piani ASB ASC, CSB. Nel piano BSA si faccia l’angolo 
ASD uguale all’angolo ASC, indi nel medesimo piano si conduca 
una retta AB che incontri le rette SA, Sl>, SB - , si prenda Si. — 
SD e si tirino le rette AC, BC. I triangoli ASD, ASC sono uguali, 
perchè hanno un angolo uguale compreso fra lati rispettivamente 
uguali, onde si avrà AD=AC. Or nel triangolo ABC il lato AB è 
minore della somma dei lati AC, CB, dunque togliendo da una par- 
te AD, e dall’ altra la sua uguale AC, resterà DB minore di BC. 
Quindi i due triangoli SBC, SBD avranno il lato SB comune, ed 
il terzo lato BC del primo maggiore del terzo lato BD del secondo, 
e però sarà l’angolo BSC maggiore dell’angolo BSD: aggiungendo 
da una parte l’angolo ASC, e dall’altra il suo uguale ASD, risulta 
l’angolo ASB minore della somma degli angoli ASC, BSC. 
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•PROPOSIZIONE XXXV. — TEOREMA. 

67. In ogni angolo solido la somma degli angoli piani è minore di 
quattro angoli retti (fìg. 22). 

Km. Sia S un angolo solido ; si conduca un piano che incontri 
tutti i suoi spigoli; le intersezioni di questo piano colle facce del- 
l’angolo solido formeranno il poligono ABCDE. Da un punto 0 pre- 
so dentro questo poligono si tirino le rette OA, OR, OC, OD, OEj 
vi saranno intorno al punto 0 tanti triangoli quanti sono quelli in- 
torno al punto S*, per conseguenza la somma di tutti gli angoli dei 
primi triangoli è uguale alla somma di tutti gli angoli dei secondi. 
Or nell’angolo triedro A formato dai tre piani EAB, EaS, BAS, 
l’angolo piano EAB è minore della somma degli altii due: e simil- 
mente l’angolo piano ABC è minore degli angoli ABS, CBS, e cosi 
di tutti gli angoli del poligono ABCDE : dunque la somma degli 
angoli che stanno alle basi dei triangoli aventi il vertice comune 0 
è minore della somma degli angoli alle basi dei triangoli che'hanno 
il vertice comune S. Laonde per compensazione la somma degli 
angoli formali intorno al punto 0 dev’essere maggiore della somma 
degli angoli fatti intorno al puutoS. Ma la prima somma c uguale a 
quattro angoli retti dunque la seconda è minore di quattro retti. 

PROPOSIZIONE XXXVI — TEOREMA. 

68. Se pel vertice di un angolo triedro si conducano tre piani 
rispettivamente perpendicolari ai suoi spigoli , si formerà un altro 
angolo triedro , in guisa che gli angoli piani del primo saranno i 
supplementi degli angoli diedri del secondo , e reciprocamente 
(tig. 23). 

Dim. Sia SABD un angolo triedro: pel punto S si conduca il pia- 
no aSb perpendicolare allo spigolo SD, il piano aSd perpendicolare 
allo spigolo SB , ed il piano bSd perpendicolare allo spigolosi. 
Questi tre piani determineranno un secondo angolo triedro Saàd, 
in modo che gli angoli piani ASB, ASD, BSD saranno i supplementi 
degli angoli che misurano gli angoli diedri S d, S b, Sa. 

Infatti , essendo per costruzione lo spigolo SD perpendicolare al 
piano aS6,sarà pure perpendicolare alle rette Sa,S6 che passano pel 
suo piede in questo piano. Parimente lo spigolo SB essendo per- 
pendicolare al piano aSd, sarà ancora perpendicolare alle rette Su, 
Sd che passano pel suo piede in questo piano. Quindi la retta So è 
perpendicolare a un tempo agli spigoli SD, SB, e perciò al piano 
DSB che contiene questi due spigoli. Nello’stesso modo si dimostre- 
rà clie S b è perpendicolare al piano ASD e che Sd è perpendico- 
lare al piano ASB. Dunque gli angoli triedri SABD, S abd soli tali 
che gli spigoli dell’uno sono perpendicolari ai piani dell’altro, e 
viceversa. 
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Ciò premesso, da quanto si è dimostralo (n. 38) si desume che 
l’angolo ASB formato dalle rette SA, SB, rispettivamente perpen- 
dicolari ai piani bSd, oSd, è supplemento dell’angolo diedro aSdb 
compreso da questi piani*, e reciprocamente l'angolo aSb formato 
dalle rette Sa, Sò rispetti vomente perpendicolari ai piani SDB, 
SAD sarà supplemento dell’angolo diedro ASltB. Lo stesso dicasi 
degli altri angoli piani, e degli angoli diedri corrispondenti nei 
due angoli solidi. 

69. Scolio. La proprietà, di cui godono gli angoli triedri SABD, 
Sabd, ha fatto dare ad essi il nome di angoli triedri supplementarj . 

% 

PROPOSIZIONE XXX VII. — TEOREMA. 

70. Se due angoli triedri hanno gli angoli piani rispettivamente 
uguali , gli ango’i diedri formati dai piani di questi angoli saranno 
essi pure uguali (fig. 24). 

Dim. Siano S, s i due angoli triedri ; e si supponga che gli an- 
goli piani dinotati dalle stesse lettere sieno rispettivamente ugua- 
li, cioè ASB=a»6, ASC^cwc, BSC=ft»c. 

Per un punto E dello spigolo SB s’ innalzino a questo spigolo 
nelle facce ASB, e CSB le perpendicolari EM, EN, l’angolo MEN 
formato da queste perpendicolari sarà la misura dell’angolo diedro 
ASBC ( n. 57 ). Si prenda poi sul prolungamento di SE un punto 
B ad arbitrio, e sopra SA un punto A in modo che la retta BA in- 
contri EM in un punto M situato fra B ed A (•), Similmente si 
prenderà sopra SC un punto C tale che la retta BC incontri EN in 
un punto N situato fra B e C. Finalmente si condurranno le rette 
AC, MN. 

Ciò premesso, si ripeta nel triedro » la costruzione precedente 
prendendo *e=SE, e sb= SB, l’angolo men sarà la misura dell’an- 
golo diedro asbc , e sarà uguale all’angolo MEN. 

Infatti, essendo i lati SA, SB rispettivamente eguali ai Iati sa , 
sb , e l’angolo ASB=cwb, sarà il triangolo ASB uguale al triango- 
lo asb; e perciò risulta il lato AB— ab. Similmente si dimostra 
che il triangolo SBC è uguale a sbc, ed il triangolo ASC ad aie, 
onde sarà BC =6c, ed AC=ac. Quindi saranno eguali anche i tri- 
angoli ABC, ed abc. Da un’altra parte il triangolo MBE è uguale 
al triangolo mbe *, poiché il lato BE=be, e gli angoli adiacenti a 
questi lati sono rispettivamente uguali, onde sarà il lato BM=6m 
cd EM = em. Similmente si dimostra che BN = bn, ed EN = en; 
c perciò il triangolo MNB è uguale al triangolo mnb , perchè l’an- 
golo MBN compreso fra i lati BM, NB è uguale all’ angolo mbn 


(*) Ciò è sempre possibile. Infatti, se EM non incontra SA, la cosa ò 
manifesta; se poi l'incontra, allora si premierà il punto A al discopre 
del punto d'incontro. 
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compreso fra i lati fri», bn In virtù della uguaglianza dei triangoli 
ABC, ohe. Quindi sarà il lato MN-=mn, ed il triangolo AlNE risul- 
terà equilatero al triangolo mne , e però infine sarà l’angolo MEN 
uguale all’angolo men. Dunque gli angoli diedri SIS, sh sono ugua- 
li; e nello stesso modo si potrà dimostrare che l’angolo diedro SA— 
so, e SC-= se. 

71. Scolio. Nella dimostrazione precedente gli angoli piani dei 
due angoli solidi si sono considerati come similmente disposti; ma 
il teorema avrebbe luogo anche quando gli angoli piani accennati 
fossero disposti in ordine inverso, come negli angoli solidi SABC* 
S'A'B'C',dove si ha l’angolo piano ASG=A'S'C', ASB=A'S'B', e 
BSC=B'S'C'.Infattl, se sopra gli spigoli si prendano le parti S’A\ 
S'B', S’C’, rispettivamente egualialle parti SA, SB, SC, indi si fac- 
cia S'E'~S E, e si ripeta sull’angolo solido 8' la costruzione fatta 
nell’angolo solido S, si dimostrerà come sopra che l’angolo M'E'N' 
=MEN. 

PROPOSIZIONE XXXVIII,— TEOREMA. 

72. Due angoli triedri, composti di angoli piani rispetti amenle 
ugnali e similmente disposti sono uguali fra loro (fig. 21). 

i ' • ' , * » • « - 

fVm. Negli angoli triedri S, * sia l’angolo ASC —ose, ASB ~asb, 
c BSC—bsc, sarà facile dimostrare che questi due angoli triedri 
sono uguali fra loro. Infatti, se l’angolo asc si soprapponga al suo 
uguale ASC, l’angolo asb dovrà coincidere col suo uguale \SB, 
poiché l’angolo diedro sa è uguale all’angolo diedro SA. Quindi i 
due angoli solidi coincideranno, e perciò saranno uguali fra toro. 

75. Scolio. Quando gli angoli piani di due angoli triedri S, S' 
sono uguali rispettivamente, ma disposti in ordine inverso, min si 
può dimostrare la loro uguaglianza col principio della sovrappo- 
sizione. Perocché, se si £a coincidere l’angolo A'S'C' col suo ugua- 
le ASC in modo che lo spigolo S’A‘ cada sopra SS e S'C' sopra 
SC, lo spigolo SB si troverà sul davanti del piano comune ASC, 
mentre lo spigolo S’B* sarà situato dietro lo stesso piano; c però 
i due angoli solidi non combuceranno , ma si troveranno situati 
come nella fig. 26. 

Che se poi (fig.2 1) per far cadere lo spigolo S'B' davanti il pia- 
no ASC si sovrapponga Io spigolo S’C’ allo spigolo S e S'A' a 
SC, in tal caso neppure può succedere la coincidenza dei due an- 
goli solidi; poiché l’angolo diedro S'C' non è uguale all’angolo 
diedro S \, ed oltrecciò l’angolo piano C'S'B' non è uguale all’an- 
golo ASB. 

I due angoli solidi si troveranno in qncslo secondo caso dispo- 
sti come gli angoli SABC, SAB”C della figura. 

Dunque in ogni caso non si può dimostrare la uguaglianza de- 
gli angoli triedri S, S’ colla sovrapposizione, ma bisogna ricavar- 
la dalla uguaglianza dei loro clementi costituenti, non essendo- 
vi alcuna ragione perchè essi debbano differire l’uno dall’altro. 
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Infatti, sono composti degli stessi angoli piani, e degli stessi an- 
goli diedri, la loro differenza consiste in una semplice trasposi- 
zione di parti, essendo gli angoli piani dell’uno disposti in ordine 
inverso degli angoli p ani dell’altro. 

Lpgendre, che fu primo a fare queste importanti osservazioni, 
ha chiamati uguali per simmetria opiù semplicemente simmetri- 
ci gli angoli triedri, di cui è parola, perchè liconsidera come co- 
stituiti rispetto ad un medesimo piano l’uno da una parte, e l’al- 
tro dalla parte opposta, siccome si vede nella fig. ¥6. 

E)a tutto ciò segue che due angoli, triedri si potranno chiamare 
simmetrici quando sono «imposti di angoli piani rispettivamente 
uguali e disposti in ordine inverso. 

Nelle figure piane non vi può essere uguaglianza per simme- 
tria, poiché si può rovesciare una figura piana, e prendere indi f- 
ferenlemenie il di sopra per il disotto; il che non può farsi nelle 
figure solide. 

PROPOSIZIONE X\WZ.— PROBLEMA 

, ■ .» F: . • v •• ’ * *• . r • ' »?•-•• •«*.». •/ ,i». . - , , j 

li. Costruire un angolo triedro simmetrico ad un angolo triedro 
dato ( fig. 23). 

i' v • . . . « .3 t. ’ * 

Sol. Sia S VBC l’angolo solido dato. Si prolunghino gli spigoli AS, 
BS, CS al di là del vertice S; l’angolo SA'B'C' sarà il simmetrico 
di SABC. Infatti, gli angoli piani dei due triedri sono uguali cia- 
scuno a ciascuno come opposti al vertice ma sono disposti in ordi- 
ne inverso, come è facile dimostrare. Imperocché, se si applica 
lo spigolo SA' sopra SA, e SC' sopra SC, lo spigolo SB' non potrà 
cadere sopra lo spigolo SB, perché rispetto al piano comune ASC, 
lo spigolo SB si Ir vera davanti questo piano, e lo spigolo SB' 
dietro il piano medesimo. Che se si applichi lo spigolo SC' sopra 
SA, e SA’ sopra SC, lo spigolo SB’ caderà davanti il piano ASC, 
ma non potrà coincidere collo spigolo SB, poiché l’angolo C’SB’ 
non è uguale all’angolo ASB, ma bensì al suo verticale CSB. Dun- 
que i due triedri SABC, SA'B'C' sono simmetrici. 

75. Scolio. Merita di essere osservato che se un angolo triedro 
sabe situato comunque (fig. 20) si compone di angoli piani uguali 
ri>pettivamentc a quelli dell’angolo triedro SABC; il primo potrà 
coincidere sia con SABC, sia col suo simmetrico SAB’C. Infatti, se 
si suppone che gli angoli piani dinotati dall’una e dall’altra parte 
colle stesse lettere siano uguali fra loro, e si ponga lo spigolo sa 
sopra SA, e lo spigolo se sopra SC, ne risulta che essendo l’angolo 
diedro csab = CSAB — CSAB', l’angolo piano bsa dovrà coincide- 
re o coll’angolo piano BSA, o coll’angolo piano ll'St, secondo che 
lo spigolo sb caderà davanti al p ano ASC, o dietro questo mede- 
simo piano. Quindi l’angolo triedro sabe coinciderà sia coll’ango- 
lo Iriedro SABC, sia coll’angolo triedro’ SvB’C. 

76. Corollario. Palio scolio precedente si deduce che con Ire 
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angoli piani doli si possono al più formare due angoli triedri , sim- 
metrici runa dell’altro, o in altri termini che un angolo triedro non 
pud avere che un solo simmetrico. 

PROPOSIZIONE XL.— TEOREMA. 

77. Due angoli triedri che hanno gli angoli diedri uguali ciascuno 
a ciascuno sono uguali , o simmetrici ( fig. 24 ). 

r 

Dim. Negli angoli triedri S.\BC, sabc sia l’angolo diedro SA= 
sa, SB = sb, SC = se •, e si supponga che siano costruiti gli an- 
goli triedri supplementarj ( n. 68 ). Poiché nei due angoli solidi 
proposti gli angoli diedri sono uguali ciascuno a ciascuno , ne se- 
gue che gli angoli solidi supplementarj avranno gli angoli piani 
uguali ciascuno a ciascuno, e per conseguenza questi angoli solidi 
supplementarj avranno ancora i loro angoli diedri uguali ciascuno 
a ciascuno. Ma gli angoli diedri degli angoli solidi supplementarj 
sono supplementi dei corrispondenti angoli piani degli angoli so- 
lidi proposti, dunque gli angoli solidi proposti dovranno avere gli 
angoli piani uguali ciascuno a ciascuno, e però saranno o uguali, 
o simmetrici. 

PROPOSIZIONE XLI. — TEOREMA. 

' • - I ’ 

78. Due angoli triedri che hanno un angolo diedro uguale com- 
preso fra due angoli piani uguali ciascuno a ciascuno, sono uguali 
o simmetrici (fig. 24). 

Dim. Negli angoli triedri S, s sia l’angolo diedro Sll =sb, e gli 
angoli piani ASB , CSB rispetti vamente uguali agli angoli piani 
asb, csb, è manifesto che se questi angoli piani sonodisposti nello 
stesso ordine, i due angoli solidi possono coincidere. Ma se gli an- 
goli piani sono d isposti in ordine inverso, allora l’uno degli angoli 
solidi potrà coincidere col simmetrico dell’auro, e perciò saranno 

simmAlnpi * 

PROPOSIZIONE XLII .— TEOREMA. 

79. Due angoli triedri che hanno wn angolo piano adiacente a due 
angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno, sono uguali, o simmetrici 
( %. 24 ). 

Dim. Negli angoli triedri S , » sia l’angolo piano ASC = asc , 
l’angolo diedro S\=sa, e l’angolo diedro SC =sc. È evidente che 
se gli angoli diedri accen nati sono disposti nello stesso ordine, i 
due angoli solidi potranno coincidere, allorché si sovrappongono 
l’uno all’altro. Ma se gli angoli diedri sono disposti in ordine inver- 
so, allora uno degli angoli solidi proposti potrà coincidere col sim- 
metrico dell’altro, e però saranno uguali nel primo caso, e sim- 
metrici nel secondo. 
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80. Scolio I. Con i leorcmi precedenti si possono stabilire le 
condizioni, che determinano gli angoli solidi poliedri. 

Supponiamo che l’angolo solido S (fig. 26) sia formato da quat- 
tro angoli piani ASB, BSC, CSB', BS'A. La conoscenza di questi 
angoli non basta per determinare l’angolo solido; perocché con gli 
stessi angoli piani si potrebbero formare infiniti angoli solidi. In- 
fatti, se per gli spigoli SA, SC si faccia passare il piano ASC, l’an- 
golo solido S sarà composto di due angoli triedri SABC, SAB'C. 

Or la conoscenza de’ due angoli piani ASB, BSC non basta per de- 
terminare l’angolo triedro SABC, ma vi bisogna quella del terzo 
angolo piano ASC, e lo stesso accade per l’angolo triedro SAB’C, 
che non resta determinato dalla sola conoscenza de’due angoli piani 
CSB’ , e B’SA. Quindi è manifesto che con quattro angoli piani si 
potranno formare tanti angoli solidi diversi quanti saranno i valori 
diversi che si potranno dare all’angolo ASC. Ma se alla conoscenza 
dei quattro angoli piani si aggiunga quella dell’angolo diedro SB, 
allora l’angolo solido triedro SABC sarà totalmente determinato; 
e per conseguenza trovandosi in tal caso determinato il terzo an- 
golo piano ASC, anche l’altro angolo solido triedro SAB'C sarà 
determinato, e però lo sarà pure l’angolo solido S. 

Si vede ora facilmente che per determinare un angolo solido 
formato da cinque angoli piani, non hasla conoscere questi ango- 
li, ma vi bisogna ancora la conoscenza di due angoli diedri: con- 
verrebl* conoscere tre angoli diedri, ed i sei angoli piani nell’an- 
golo solido formato da questi angoli, e così in progresso. 

Dalle cose precedenti si deduce che 

Lue angoli solidi sono eguali fra loro , quando sono composti di 
un medesimo numero di angoli piani rispettivamente uguali t di- 
sposti nello stesso ordine ; e di più un angolo diedro del primo sia e- 
guale all'angolo diedro omologo del secondo , se gli angoli solidi sono 
tetraedri , due angoli diedri del primo siano eguali agli angoli diedri 
omologhi del secondo , se gli angoli solidi sono pentaedri, e così di 
seguito. 

81. Scolio II. Ciò che abbiam detto intorno agli angoli triedri 
simmetrici si può applicare anche agli angoli solidi formati da più 
di tre angoli piani. Per esempio , un angolo solido formato dagli 
angoli piani A, B, C, D, E, ed un altro angolo solido formato dagli 
stessi angoli in un ordine inverso E, D, C, B, A, possono esser ta- 
li che i piani, ne’quali sono gli angoli eguali siano egualmente in- 
clinati fra loro. In tal caso questi angoli solidi, che sarebbero uguali 
senza che la sovrapposizione sia possibile, osi diranno angoli solidi 
eguali per simmetria , o semplicemente angoli solidi simmetrici. 

Da questa definizione e dallo scolio precedente si possono de- 
durre le condizioni che dett-rminano l’eguaglianza per simmetria 
degli angoli solidi tetraedri, pentaedri, esaedri, ccc... 


.è . I 


* 


LIBRO II* 

DEI SOLIDI TERMINATI DA SUPERFICIE PIANE. 
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CAPITOLO PRIMO 

dei poliedri in generale. 

a 


Nozioni e definizioni preliminari. 

' 82. Per formare un angolo solido vi vogliono aline no tre piani 
che si riuniscono in un solo e medesimo punto; ma per limitare lo 
spazio da per ogni dove vi bisogna un quarto piano che limiti lo 
spazio indefinito compreso fra le tre facce dell’angolo accennato. 
Quindi la pia semplice delle figure solide terminate da piani è il 
tetraedro , o solido a quattro facce; viene inseguito il pentaedro , o 
solido a cinque facce, Yesaedro che ne ha sei, V ottaedro che ne ha 
otto, il dodecaedro, dodici, Yicvsaedro, venti. In generale si dà il 
nome di poliedro ad ogni solido terminalo da facce piane. 

83. Le facce de’ poliedri essendo poligoni, le intersezioni di 
questi poligoni si chiamano lati, spigoli, o costole del poliedro. 

84. La diagonale di un poliedro è una linea retta che unisce due 
vertici non situati sulla medesima faccia. 

83. Un poliedro si dice contesso quando la sua superficie non 
può essere incontrata. da una linea retta in più di due punti. Di 
questa sola specie di poliedri si parla negli eleme nti, mettendo da 
parte quelli che hanno gli angoli solidi rientranti. 

86. Dicesi piramide (fig. 22) un solido compreso fra più piani 
triangolari che partono da un medesimo punto S, e terminano ai 
differenti lati di un poligono ABCDE. * 

87. La piramide si può concepire come prodotta d; 1 movimento 
di una linea retta indefinita, fissa in un punto S, ed obbligata a 
percorrere fi perimetro di un poligono qualunque ABCDE. 

88. Il punto S dicesi vertice della piramide, il poligono ABCDE 
ne è la base, e la perpendicolare abbassata dal v ertice sul piano 
della base ne è l’altezza. Finalmente il complesso dei triangoli 
ASB, BSC, CSD, ecc. forma la superficie convessa o laterale della 
piramide. 
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89. La piramide dicesi triangolare , quadrangolare , ecc., secon- 
dochè la base è un triangolo, un quadrilatero, ecc. 

90. Una piramide chiamasi regolare quando la sua base è un po- 
ligono regolare, e la sua altezza cade sul centro della base mede- 
sima. In questo caso l’altezza prende il nome di asse della p ranii- 
dej e si appella apotema la perpendicolare abbassata dal veruce del- 
la piramide sopra un lato delia sua base. 

91. Sotto il nome di piramide retta intenderemo quella, in cui 
l’altezza non cade fuori della base. Chiameremo poi piramide obli- 
qua quella, in cui l’altezza cade fuori della base. 

92. Il prisma (fig. 29) è un solido compreso da più piani paral- 
lelogrammi terminati da una parte, e dall'altra da due poligoni u- 
guali e paralleli, che si chiamano basi del prisma. 11 complesso dei 
parallelogrammi accennati forma la superficie concessa o laterali 
del prisma. 

93. Si può concepire il prisma come generato dal movimento dì 
una retta aF che si mantiene parallela a se stessa e di costante lun- 
ghezza, mentre descrive eolia sua estremità A il perimetro di un 
poligono qualunque ABCDR. Con questo medesimo movimeuto 
l’altra estremità F descrive il perimetro del poligono FGH1K ugua- 
le e parallelo al poligono ABCDE. 

94. L'altezza di un prisma è la distanza delle sue basi, cioè la 
perpendicolare abbassata da un punto della base superiore sopra 
il piano della base inferiore. 

95. 11 prisma prende il nome di triangolare , quadrangolare , ecc. 
secondochè le sue basi sono triangoli, quadrilateri, ecc. 

96. Un prisma dicesi retto quando i lati della superficie conves- 
sa sono perpendicolari alle basi. In questo caso i lati medesimi so- 
no uguali all’altezza, ed i parallelogrammi, che formano la super- 
ficie convessi», sono rettangoli. Per lo contrario il prisma è obli- 
quo allorché i lati sono obliqui alle basi, nel qual caso essi lati so- 
no maggiori dell’altezza. 

97. Dicesi parallelepipedo il prisma, in cui le basi sono due pa- 
rallelogrammi. Quindi il parallelepipedo è un solido compreso da 
sei facce parallelogrammiche (fig. 50). 

98.11 parallelepipedo essendo un prisma, potrà essere per conse- 
guenza retto o obliquo. Nel parallelepipedo retto quando la base è 
un rettangolo, tutte le facce sono rettangolari, e perciò si chiama 
parallelepipedo reManjo/o. Finalmente tra i parallelepipedi rettangoli 
si distingue il cubo, che è un solido compreso da sei quadrati uguali. 

99. Nella teorica dei poliedri si distinguono particolarmente le 
piramidi, ed i prismi, perchè sopra questi solidi tutta quella teo- 
rica viene appoggiata. 

PROPOSIZIONE XLWl— TEOREMA 

100. Se una piramide è tagliata da un piano parallelo alla base , 
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l' altezza, ed iloti saranno di < isi in parti proporzionali; e la sezio- 
ne sarà un poligono simile alle base (fig. 28). 

Pini. Sia la piramide SABCD tagliata da un piano abed paralle- 
lo alla base*, sia SO Battezza della piramide, e si conducano le 
rette ao, AO. 

t.° Le intersezioni ab, AB dei piani abed, ABCD col piano SAB 
essendo parallele (n. 33), sarà il triangolo %ab simile al triangolo 
SAB. Nello stesso modo si dimostra che il triangolo Sic è simile al 
triangolo SBC, il triangolo Scd al triangolo SCO, ere. per conse- 
guenza la ragione di Sa: SA sarà uguale a quella di 9>b: SB, di 
Se: SC, ecc. Ma da un’altra parte la ragione di Sa: SA è uguale a 
quella dell’altezza So all’altezza SO, poiché oo è parallela ad aO, 
dunque i lati SA, SB, SC, ecc., e l’altezza SO della piramide sono 
divisi in parti proporzionali. 

2.° Per la simiglianza degli stessi triangoli si ha ab : AB : ; S bi 
SB ; ! bc : BC, dunque ab : AB ; : bc : BC, e cosi pure si dimostra 
che 6c : BC ; I cd : CD, ecc. Quindi i poligoni abed , ABCD hanno 
i lati proporzionali*, hanno di più gli angoli rispettivamente uguali 
a — A, 6=B, ecc., perché sono compresi fra lati paralleli e rivolti 
nella stessa direzione, dunque il poligono abed è simile al poligo- 
no ABCD. 

PROPOSIZIONE XLIV. — TEOREMA 

101 . Le basi di due piramidi , che hanno la medesima altezza , 
stanno fra loro come le seiioni folte da piani condotti nelle due pi- 
ramidi parallelamente ad esse basi , ed ad uguale distanza dai ver- 
tici (fig. 28). 

Dim. Siano due piramidi S, e T, che abbiano le altezze uguali 
SO. TQ. Si faccia Tq = So, e pel punto q si conduea un piano pa- 
rallelo alle base MNP, la sezione mnp sarà simile a questa base 
(n . 100). Parimente se pel punto o si conduca un piano parallelo 
alla base ABCD, la sezione abed sarà simile a questa base. Or es- 
sendo simili i poligoni ABCD, abed , le loro a je staranno come i 
quadrati dei lati omologhi AB, ab, ovvero come i quadrati delle 
altezze SO, so (n. 100). Nello stesso modo si dimostra che i poli- 
goni MNP, mnp stanno come i quadrati delle allezzé TQ, T q, ov- 
vero come i quadrati di SO, So, dunque in fine si avrà 

ABCD : MNP ; : abed : mnp. 

102. Corollario. Da ciò segue che se le basi ABCD, MNP delle 
due piramidi sono equivalenti, le sezioni abed, mnp fatte ad uguale 
altezza nelle stesse piramidi saranno equivalenti , e reciproca- 
mente. 

PROPOSIZIONE XLV. — TEOREMA. 

103. Una piramide qualunque si può decomporre in piramidi 
triangolari (fig. 26). 
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Vim. Sia, per esempio, la piramide quadrangolare SABCB’. Si 
tiri la diagonale AC nella base della piramide, indi pel vertice S e 
per la diagonale medesima si faccia passare il piano ASC, è mani- 
festo die questo piano dividerà la piramide proposta in due pira- 
midi triangolari. Nello stesso modo , cioè tirando due diagonali 
nella base di una piramide pentagonale, si potrà divider questa 
in tre piramidi triangolari, e cosi in progresso. 

PROPOSIZIONE XLY1. — TEOREMA. 

104. Qualunque teiione fatta in un prisma da un piano parallelo 
alla base è uguale a questa base ( fig. 29 ). 

Dim. Si tagli il prisma abck con un piano parallelo alla base*, il 
poligono Imnpq che ne risulta sarà uguale al poligono abcde. in- 
fatti, le rette Im , ab sono uguali come parallele comprese fra pa- 
rallele, e così pure si dimostra che mn è uguale e parallela a fcc, 
np a cd, ecc. Quindi i due poligoni avranno i lati uguali ri-petti- 
vamente, ed anche gli angoli eguali, perch è compresi fra lati pa- 
ralleli, e rivolti dalla stessa parte: e perciò sarà il poligono Imnpq 
uguale al poligono abcde. 

103. Corollario. In qualunque prisma le sezioni fatte da piani 
paralleli fra loro sono uguali*, dappoiché una di queste sezioni si 
può considerare come base di un prisma cui è parallela l’altra se- 
zione. 

106. Scolio. Ogni prisma poligono si può sempre decomporre in 
prismi triangolari, i quali hanno la medesima altezza del prisma, 
e le basi sono i differenti triangoli ABC, ACD, ADE, ecc. ne’quali 
si può decomporre la base ABCDE per mezzo delle diagonali AC , 
AD. 

PROPOSIZIONE XLV1I. — TEOREMA. 

107. In oqni parallelepipedo le facce opposte sono uguali e paral- 
lele, e gli angoli triedri opposti sbno simmetrici (fìg. 30). 

Dim. Sieno ABCD, EGFH le basi del parallelepipedo proposto, 
le quali fn. 97) sono parallelogrammi eguali situati in piani paral- 
leli. Or dicoche due facce opposte qualunque AE, DG sono pura 
uguali e parallele. Perocché, essendo ABCD un parallelogrammo, 
la retta AB è uguale e parallela a CD ; parimente essendo EBCG 
uu parallelogrammo, la retta BE è uguale e parallela a CG. Quin- 
di gli angoli ADE, DCG hanno i lati paralleli e rivolti dalla stessa 
parte, perciò sono uguali, ed i loro piani sono paralleli ( n. 42 ). 
Ma un parallelogrammo è determinato quando si conoscono due 
lati adiacenti e l’ angolo da essi compreso, dunque il parallelo- 
grammo AE è uguale a DG. 
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In secondo luogo, gli angoli triedri opposti come B, e ^F, «ino 
simmetrici. Infatti, si prolunghi lo spigolo DF verso 0 lo spigo 
HF verso M, ed infine GF verso N. Nascerà un nuovo angolo so - 
do triedro FOMN simmetrico all’angolo solido Fl.HU i (n. "VJ 
eguale all’angolo solido B, perchè essendo tO parallela a Bb.J'M 
a BC, e FJS ad AB, gli angoli piani che formeranno l angolo sol do 
FMNO saranno rispettivamente eguali agli angoli piani die com- 
pongono l’angolo solido B, e di più saranno similmente situati. 
Quindi resta dimostrato che l’angolo solido B e simmetrico alian- 
dolo solido opposto FHDG. . . 

108. Scolio. Un prisma è determinato quando si conosce la Ba- 
se, e la retta generatrice*, dunque un parallelepipedo sara e 
minato allorché si conoscerà uno dei suoi angoli triedri l> , 
lunghezze de’ lati AB, BE, BC. 

PROPOSIZIONE XLV1I1. — TEOREMA. 

109 In ogni parallelepipedo le quattro diagonali si tagliano scam- 
bievolmente in due parti uguali nel medesimo punto (hg. 31). 

l)im. Ter due lati opposti BF, DH si faccia passare un piano*, la 
sezione sara il parallelogrammo BFHD: per conseguenza le diago- 
nali BII , FD si taglieranno scambievolmente in due parti uguali 
nei punto 0, Or se per i lati opposti AD , FG si conduca un a 
piano, la sezione ADGF sarà pure un parallelogrammo, e la aia- 
gonale AG dividerà in due parti uguali la diagonale Fu-, e perù u 
diagonale AG dovrà passare pel punto 0. Si dimostrerà lo s 
per la diagonale EC*, dunque le quattro diagonali de parallelepi- 
pedo si tagliano scambievolmente in due parli uguali nel me esi- 
mo punto 0. . 

HO. Scolio. 11 punto 0 si chiama centro del parallelepipedo. 

È manifesto cine le rette tirate dal punto 0 a tutti i vertici el 
parallelepipedo, lo dividono in piramidi che hanno per vortice co- 
mune il punto 0, e per basi le facce del parallelepipedo medesimo. 
E siccome ogni piramide si può decomporre in piramidi triango ari 
(0.103), cosi ogni parallelepipedo si potrà decomporre in piramidi 
triangolari, Parimente prendendo un punto nell interno di un po- 
liedro, si potrebbe decomporlo in piramidi triangolari; ma essen- 
do siffatta scomposizione mollo importante, ne indicheremo un al- 
tra nel teorema qui appresso. 

PROPOSIZIONE XLIX. r- TEOREMA. 

ili. Un poliedro convesso può sempre decomporsi in piramidi 
triangolari ( fig. 32). 

Dim. Sieno SAB, ABGD, CDE tre facce consecutive di un polie- 
dro Se per uno dei vertici S si conducano delle linee rette a tutti 
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gli altri, si determinerà una serie di piramidi SABCD, SDCE, ec., 
che avranno per vertice comune il punto S, e per basi le differen- 
ti facce del poliedro, eccetto quelle che vanno a terminare al pun- 
to S. Il complesso di tutte queste piramidi formerà il poliedro me- 
desimo: ma ogni piramide si può decomporre in piramidi trian- 
golari, dunque ogni poliedro convesso può decomporsi iu pirami- 
di triangolari. 

li 2. -Scolto. Apparisce da questo teorema, che siccome la teori- 
ca delle ligure piane rettilinee si riduce a quella dei triangoli, 
così la teorica de’ poliedri dovrà ridursi a quella delie piramidi 
triangolari. Nondimeno quesl’ultima non potrebbe farsi rigorosa- 
mente , senza ricorrere ad alcune proprietà dei prismi, ed ecco 
perchè nella geometria solida si parla in modo speciale delle pi- 
ramidi, c dei prismi, ed in un modo generale degli altri poliedri. 

CAPITOLO II. 

DEI POLIEDRI (JUDALl. 


PROPOSIZIONE L. — TEOREMA 

1 43. Due piramidi triangolari sono uguali quando hanno tre fac- 
ce rispetti tornente uguali , e similmente disposte (fig. 24). 

Dim. Siano le due piramidi SABC, «afte, che abbiano le facce 
SBA, SBC, SC A rispettivamente uguali alle facce «fta, sfte, «ca, e 
similmente disposte. Gli angoli triedri S, e « saranno uguali, per- 
chè sono composti di angoli piani uguali ciascuno a ciascuno, e di- 
sposti nello stesso ordine (n. 72), per conseguenza gli angoli die- 
dri SA, SB, SC saranno rispettivamente uguali agli angoli diedri 
sa, sb, se. Quindi se si fanno coincidere gli angoli triedri accen- 
nati, risulterà manifesta la coincidenza delle due piramidi , che 
perciò saranno eguali. 

414. Corollario, l)a questo teorema si deduce evidentemente 
che due piramidi triangolari sono uguali allorché hanno tutti i 
lati rispettivamente uguali e similmente disposti. 

PROPOSIZIONE LI. — TEOREMA . 

• • 

415. Due piramidi triangolari sono uguali quando hanno un an~ 
golo diedro uguale , compreso fra due facce rispettivamente uguali 
e similmente disposte (fig. 24). 

Dim. Siano SABC, «afte, due piramidi triangolari, nelle quali sia 
l’angolo diedro SB uguale all’angolo diedro sft, c le facce SBA, 
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SBC rispettivamente ugnali alle facce sba , tbc , e similmente di- 
sposte. È chiaro che se si ponga la faccia sba sopra la sua uguale 
SBA, e l’angolo diedro sb sopra SB, la faccia sbc combaceràcon 
la faccia SBC, e però risulta manifesta l’eguaglianza delle due 
piramidi. 


PROPOSIZIONE I II — TEOREMA 

HO. Due piramidi triangolari sono uguali , quando hanno una 
faccia uguale adiacente a tre angoli diedri uguali ciascuno a ciascu- 
no, e similmente disposti { fig. 24 ). 

Dim. Siano SABC, sabe due piramidi triangolari, che abbiano 
le facce ABC. abe uguali fra loro, come pure gli angoli diedri a- 
diacenti a queste facce. Se si fanno combaciare le facce ABC, abe, 
la faccia asòsi troverà nel piano della faccia ASB, ed il punto * 
caderà in un punto di questo piano. Parimente , la faccia ose si 
troverà nel piano della faccia ASC, ed il punto s caderà in un 
punto di questo piano. Nello stesso modo ancora si dimostrerà che 
la faccia bsc sarà situala nel piano della faccia BSC, e che il punto 
s caderà in un punto di questo piano-, per conseguenza il punto s 
dovendosi trovare a un tempo nei tre piani ASB, ASC, BSC, si 
troverà nel punto S del loro incontro. Quindi le due piramidi 
triangolari coincideranno, e perciò saranno eguali. 

PROPOSIZIONE LIII — TEOREMA. 

147. Due piramidi triangolari sono ugruali quando homo ma co- 
stola uguale , e tutti i loro angoli diedri tignali ciascuno a ciascuno, 
» similmente disposti (fìg. 2-4). 

Dim. Siano SABC, sabe due piramidi triangolari, nelle quali sia- 
no uguali gli spigoli SA, sa, come pure tutti gli angoli diedri si- 
milmente situati. Gli angoli triedri S, < sono uguali, poiché hanno 
i loro angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente di- 
sposti (n. 77)*, per conseguenza i loro angoli piani ASB, asb sono 
eguali, come pure gli angoli ASC, asc ■ Per la stessa ragione sono 
uguali gli angoli triedri A, a, ed m conseguenza gli angoli SAB, 
sab, e gli angoli SAC, sac. Quindi i triangoli ASB, asb sono ugua- 
li, perchè hanno il lato SA uguale al lato sa, e sono uguali gli 
angoli adiacenti a questi lati ciascuno a ciascuno: Io stesso si ve- 
rifica per i due triangoli ASC, asc. Dunque le due piramidi pro- 
poste hanno un angolo diedro uguale, cioè BASC=6 <mc compreso 
fra due facce uguali ciascuna a ciascuna e similmente disposte ; 
perciò queste due piramidi sono uguali (n. 445). 
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PROPOSIZIONE UV. — reo RE MA. 

Ii8. Dite piramidi sono uguali quando hanno basi uguali, e due 
facce contigue della prima uguali rispettivamente a due facce 
contigue della seconda , e similmente disposte (fig. 27). 

Dim. Siano SABDC, sabdc due piramidi, che abbiano le basi ti- 
gnali ABDC, abdc, e le facce contigue ASB,BSl) rispettivamente u- 
guali alle facce contigue asb , bsd, e similmente disposte. Si tirino 
le diagonali AD, ad. le due piramidi saranno decomposte in pira- 
midi triangolari dai piani SAI), sad.Oc in virtù della uguaglianza 
dei poligoni ABDC, abdc saranno uguali i triangoli ABD, abd; per 
conseguenza le piramidi triangolari SABD, sabd avranno tre facce 
uguali ciascuna a ciascuna e similmente situate, onde saranno u- 
guali fra loro ( n. 413 ). Quindi se si fanno coincidere i poligoni 
ABDC, abdc , i triangoli ABD , abd coincideranno, come pure le 
piramidi triangolari uguali SABD, sabd -, e però le due piramidi 
avranno tutti i loro vertici comuni, e coincideranno in tutta la lo- 
ro estensione. Dunque queste piramidi sono eguali. 

PROPOSIZIONE LV TEOREMA. 

4 19. Due prismi sono uguali , quando hanno una base e due facce 
contigue eguali ciascuna a cxascuna e similmente disposte (fig. 29). 

Dim. Nei prismi AK, ak sia la base ABCDG uguale alla base 
abcde , la faccia ABGF uguale alla faccia abgf, e la faccia BCHG 
uguale alla faccia bchg. Gli angoli triedri B, e b sono uguali poi- 
ché hanno gli angoli piani rispettivamente uguali, e similmente 
disposti-, perciò posta la base abcde sopra la base ABCDE, lo spi- 
golo bg coinciderà collo spigolo BG , la faccia bchg colla faccia 
BCHG, e la faccia abgf colla faccia ABGF. Quindi i punti f,g,h 
caderanno rispettivamente su i punti F, G. H-, ma per tre punti 
non situati in linea retta può passare un solo piano ; dunque il 
poligono fghik combacerà col suo uguale FGH1K, e gli spigoli id, 
he coincideranno essi pure cogli spigoli 1D , KE. Laonde i due 
prismi sono uguali. 

120. Corollario. Due prismi retti sono uguali quando homo basi 
eQuali, ed uguali altezie; dappoiché in tal caso le loro facce rettan- 
golari sono uguali a due a due, avendo uguali basi, ed uguali 
altezze. 


PROPOSIZIONE LVI —TEOREMA. 

121. Il piano che passa per le diagonali corrispondenti delle due 
basi di un parallelepipido retto, lo divide in due prismi triangolari 
uguali fra loro ( fig. 30 ). 
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■' Dim. Sia il parallelepipedo retto AG, e siano ABCD, EFGH le 
sue basi. Essendo lo spigolo FB eguale e parallelo allo spigolo HD 
(n.97), se si conducano le diagonali BD, FH delle due basi, la fi- 
gura FBDH sarà un rettangolo -, poiché per ipotesi il parallelepi- 
pedo AG è retto, e per conseguenza gli spigoli FU, HD sono per- 
pendicolari alle basi. Quindi i due solidi ABDEFH , e BCDHGF, 
sono prismi triangolari retti che hanno uguali basi, ed uguali al- 
tezze, e perciò sono uguali fra loro (a. 120). 

PROrOSIZIONE LVII — TEOREMA. 

122. Due poliedri S, s sono uguali , allorché possono decomporsi 
in un medesimo numero di piramidi uguali ciascuna a ciascuna e 
similmente disposi e ( tig. 32 ). 

Dim. Infatti , se si fanno coincidere due di queste piramidi 
SA BC, sabc, supposte uguali , le piramidi vicine coincideranno 
con una faccia*, e siccome esse sono uguali per ipotesi, e simil- 
mente disposte, cosi coincideranno in tutta la loro estensione. Lo 
stesso avrà luogo progressivamente per tutte le piramidi prese a 
due a due, e però i poliedri medesimi coincideranno. 

123. Scolio. La reciproca di questa proposizione è evidente , 
cioè che due poliedri uguali possono decomporsi in un medesi- 
mo numero di piramidi uguali ciascuna a ciascuna e similmen- 
te disposte. 

PROPOSIZIONE LVIII. — TEOREMA. 

124. Due poliedri sono uguali quando hanno le facce rispettiva - 
mente uguali e similmente disposte , e ciascun angolo diedro di due 
facce contigue in uno di essi uguale alt angolo diedro delle facce 
omologhe nell'altro ( fig 32 ). 

Dim. Imperocché, se nei due poliedri si considerano due pira- 
midi triangolari omologhe esterne SABC, sabc , si vedrà che esse 
sono uguali, poiché hanno un angolo diedro uguale compreso fra 
facce rispettivamente uguali, e similmente situate. Quindi se dai 
due poliedri si tolgano queste piramidi, si avranno altri due po- 
liedri, nei quali le nuove facce saranno rispettivamente uguali, e 
saranno pure rispettivamente uguali i nuovi angoli diedri. Dun- 
que si potrà operare sopra questi nuovi poliedri come sopra i pre- 
cedenti; e cosi progredendo si potranno decomporre i due polie- 
dri in un medesimo numero di piramidi triangolari uguali e si- 
milmente disposte; e però questi due poliedri saranno uguali. 

125. Scolio. La reciproca della proposizione precedente è ma- 
nifesta, cioè che due poliedri eguali hanno le facce omologhe 
rispettivamente uguali e similmente disposte, e ciascun angolo 
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diedro di due facce contigue in uno di questi poliedri uguale al- 
l’angolo diedro delle facce omologhe nell’altro (*). 

CAPITOLO HI. 

DEI POLlEDni equivalenti. 

126. Definizione 1. Lo spazio compreso dalla superficie di un so- 
lido dicesi solidità o volume. 

127. Definizione II. Due solidi si chiamano equi alenti quando 
hanno il medesimo volume, ma non possono coincidere. 

42d. Definizione HI. Misurare il volume di un solido significa 
determinare il suo rapporto col volume di un altro solido di nota 
grandezza che si prende per uniti di volume. 

129. Per unità di volume si è prescelto quello di un cubo, cui 
si dà per spigolo l’unità di lunghezza. Così se l’unità di lunghez- 
za è il palmo, l’unità di volume sarà un cubo, il cui spigolo è un 
palmo, e che perciò si chiama palmo cubico. Se I’unitàdi lunghezza 
è la canna, l’unità di volume sarà un cubo, il cui spigolo è una 
canna, e si chiama canna cubica , e così in progresso. 

430. Definizione IV. Sotto il nome di dimensioni di un parallele- 
pipedo rettangolo s’intendono le tre rette che rappresentano la sua 
altezza, e le due dimensioni della sua base, cioè la lunghezza, a 
la larghezza. 

431. Alle denominazioni larghezza , ed altezza si sostituiscono 
talvolta quelle di grossezza , e di profondità. Cosi si dice, per e- 
sempio, la lunghezza e l’altezza di un edilìzio-, la lunghezza, l’al- 
tezza, e la grossezza di un muro; la lunghezza, la larghezza, eia 
grossezza di una tavola; la lunghezza, la larghezza, e la profon- 
dità di un fosso, ecc. 

432. Si è dato il nome di dimensioni alla lunghezza, larghezza, 
ed altezza di un parallelepipedo rettangolo, perchè esse misurano 
l’estensione di questo solido nelle sue tre direzioni principali. In- 
fatti, l’estensione di un parallelepipedo rettangolo è uniforme nella 
direzione di ciascuna delle sue Ire dimensioni; dappoiché essa è li- 
mitata da due piani paralleli, ambidue perpendicolari allo spigolo 
che misura questa dimensione. Siffatta disposizione particolare al 
parallelepipedo rettangolo non esiste più negli altri solidi; non 
pertanto si adopera ancora la parola dimensione per indicare le tre 
direzioni principali della loro estensione, abbenchè la maggior parte 
di questi solidi non abbia, propriamente parlando, nè lunghezza, nè 
larghezza, nè altezza assegnabili effettivamente. Si può ora com- 


Euclide ha messo come defiuizioue che due poliedri souo ugnali, quan- 
do sodo compresi da un medesimo numero di piani uguali ciascuno a ciascu- 
no. Luogi dall'essere una definizione è questo un teorema difficilissimo a 
dimostrarsi, e fortunatamente uonè ucccssario negli elementi. La dimostra- 
zione fattaue dal celebre geometra Cauchj potrà leggersi uelle note alla geo- 
metria di Legcodre. 
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prendere perchè siasi prescelto il cut» per unità di volume dei 
solidi. 

PROPOSIZIONE LIX. — TEOREMA. 

133 . Il parallelepipedo rettangolo ha per misura il prodotto delle 
sue tre dimensioni (fig. 33). 

Dim. Ria MB il parallelepipedo rettangolo proposto. Supponia- 
mo per fissare le idee, che lo spigolo AB contenga « volte rimiti 
di lunghezza ab, e che gli spigoli Al', ed \< . la contengano rispet- 
tivamente 4 volte, e 7 volte. 

Si divida AB in sei parti uguali, eper tutti i punti dì divisione 
si conducano altrettanti piani perpendicolari ad AB: parimente si 
divida Al) in 4 parli uguali, e per tutti i punti di divisione si con- 
* ducano i piani perpendicolari ad AD: finalmente si divida AC in 7 
parti uguali, e per tutti i punti di divisione si conducano i piani 
perpendicolari ad AC. 

£ manifesto che con questa costruzione il parallelepipedo B M 
si troverà decomposto in piccoli parallelepipedi rettangoli, che 
avranno tutti le loro tre dimensioni uguali aU’unitu di lunghezza 
ab, perchè due piani perpendicolari ad una medesima retta sono 
paralleli fra loro (n.32). Dunque questi piccoli parallelepipedi sono 
cubi, dei quali ciascuno ha per spigolo l’unità di lunghezza, e 
perciò è unità di volume. Or è evidente che il numero di tutti 
questi cubi corrisponde al prodotto dei numeri 4 , 6 , e7,cioè 168 , 
dunque se gli spigoli AB, AD, AC, sono commensurabili coll’uni- 
tà di lunghezza ab, il parallelepipedo rettangolo BM avrà per mi- 
sura il prodotto delle sue tre dimensioni. 

Suppongasi in secondo luogo che due spigoli soltanto AB, ed AD, 
sieno commensurabili coH’unità di lunghezza ab, dico che anche in 
questo caso il volume del parallelepipedo BM sarà espresso dal pro- 
dotto dei tre spigoli AB, AD, AC. Infatti, si supponga se è possi- 
bile, che il volume accennato sia espresso dal prodotto AB x AD 
per un terzo spigolo AG minore di AC.Si prenda una parte aliquota 
di ab che sia minore di OC, e si tolga dallo spigolo AC tante volte 
quante si può, si avrà un risiduo CL minore di OC‘, e pel punto L 
si conduca un piano parallelo alla base ABD del parallelepipedo 
proposto. Il parallelepipedo BN che ne risulta avrà per misura il 
prodotto dei tre spigoli AB, AD, AL, poiché questi spigoli sono 
commensurabili coll’unità di lunghezza. Ma per ipotesi il prodot- 
to degli spigoli AB. AD , AO è la misura del parallelepipedo BM, 
dunque il parallelepipedo BN dovrebbe essere maggiore del paral- 
lelepipedo BM; il che è assurdo. Nello stesso modo si dimostrereb- 
be che il volume del parallelepipedo BM non può essere espresso 
dal prodotto ABxAD per un terzo spigolo maggiore di AC. 

In terzo luogo sia il solo spigolo Al' commensurabile con ab, e si 
supponga che il volume del parallelepipedo BM sia espresso da AB 
xAD per un terzo spigolo minore di AC. Si faccia la costruzione 
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sopraccennata, e sarà il parallelepipedo BN espresso dal prodotto 
dei tre spigoli AB, AD, AL, poiché AD, ed AL sono commensura* 
bili coll’unita di lunghezza. Luonde il parallelepipedo BN sarebbe 
maggiore del parallelepipedo BM*, il che non può sussistere. 

Finalmente se tutti e tre gli spigoli sono incommensurabili coll’u- 
nità di lunghezza, si farà la stessa costruzione adoperata nei due 
casi precedenti, e si dimostrerà nello stesso modo che il parallele- 
pipedo BN, che in questo caso avrebbe un solo spigolo commensu- 
rabile AL, sarebbe maggiore di BM. Dunque in ogni caso il paral- 
lelepipedo rettangolo ha per misura il prodotto delle sue tre di- 
mensioni. 

131. Scvlio. Quando si dice che il parallelepipedo rettangolo BM 
ha per misura il prodotto delle sue tre dimensioni, si fa uso di una 
espressione abbreviata, colla qua'e si vuole intendere che il paralle- 
lepipedo proposto BM sta al cubo Imi, che è l’unità di volume, co- 
me il numero astratto risultante dal prodotto delle tre linee AB , 
AD, AC all’unità di lunghezza ab. Or siccome il prodotto di AB mol- 
tiplicata per AD rappresenta l’aja del rettangolo ABD, cosi se si 
prenda questo rettangolo per base del parallelepipedo, lo spigolo 
AC ne sarà l’altezza*, e però si può dire che: il parallelepipedo ret- 
tangolo ha per misura il prodotto della sua base per la sua alletta. 

Parlando a rigore, è impossibile moltiplicare una superfìcie per 
una linea, ma questo modo di dire è una espressione abbreviata , 
colla quale si dee intendere, che il ouaiero astratto delle unità qua- 
drate della base del parallelepipedo moltiplicalo pel numero astrai . 
to dell’unità lineari dell’altezza dà per prodotto un altro uumer 0 
pure astrailQ, il quale esprime il rapporlodel parallelepipedo prò , 
posto al cubo, ch’è l’unità di volume. 

435. Corollario 1. Se il parallelepipedo rettangolo è un cubo, se 
ne avrà la misura prendendo il numero delle nnita di lunghezza 
contenute in*unodei suoi spigoli, e formando un prodotto in cui 
questo numero entri tre volte come fattore. Così, se lo spigolo del 
cubo proposto contiene 2 unita di lunghezza, questo cubo conterrà 
8 unità di volume. Ed ecco perchè in aritmetica si è dato il nome 
di cubo al prodotto di tre fattori uguali. 

136. Corollario li. Due parallelepipedi rettangoli che hanno basi 
equivalenti, ed altezze uguali, sono equivalenti, dappoiché hanno 
la stessa misura. 

137. Corollario IH. Due parallelepipedi rettangoli che hanno le 
basi in ragion reciproca delle altezze sono equivalenti. 

138. Corollario IV. Due parallelepipedi rettangoli che hanno la 
stessa altezza, stanno fra loro come le basi. Viceversa, se hanno 
uguali basi, o basi equivalenti stanno fra loro come le altezze. 

139. Corollario V. Due parallelepipedi rettangoli qualunque 
stanno fra loro come i prodotti delle loro tre dimensioni , ovvero 
come i prodotti delle basi moltiplicate per le altezze, o finalmen- 
te in ragione composta dalla ragione delle basi , e dalla ragiono 
delle altezze. 
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proposizione lx. — teorema. 

140. Ogni parallelepipedo retto è equivalente ad un parallelepipe- 
do rettangolo che ha la stessa allena , ed una base equivalente 
( fig- 34 ). 

Dim. Sia AL un parallelepipedo retto, in cui la baseè il paralle- 
logrammo ABCD. Dai punti A, e B si abbassino sopra DC le per- 
pendicolari AO, BN; indi dai punti 0, ed N s’innalzino sopra UC 
nel piano MDCL le perpendicolari OQ , NP, e finalmente si tirino 
le rette 1Q, KP. Con questa costruzione si avrà il solido AP, che 
sarà un parallelepipedo rettangolo equivalente al parallelepipedo 
proposto. Infatti, la base ABNO è un rettangolo equivalente ai pa- 
ral'elogrammo ABCD; parimente la base superiore 1KPQ è un ret- 
tangolo equivalente al parallelogrammo 1KLM. Di più, le facce la- 
terali del solido AP sono pure rettangolari; dappoiché essendo MO 
perpendicolare al piano della lmse ABCD del parallelepipedo ret- 
to, le linee QO, NP parallele a MD saranno pure perpendicolari al 
piano medesimo ( n. 24 ) ; ma gli spigoli IA, KB sono essi ancora 
perpendicolari al piano accennato; dunque il solido AP è un paral- 
lelepipedo rettangolo. Or da uu'altra parte i due prismi triangolari 
retti ' M, BL sono uguali, poiché le basi ADO, BCN sono uguali, 
come pure le altezze DM. NP ( n. 120 ): dunque se a questi duu 
prismi si aggiunge di comune il solido ABCOIKLQ, il parallelepipe- 
do retto AL risulterà equivalente al parallelepipedo rettangolo AP. 

141. Corollario I. Dalla proposizione precedente, si deduce che 

Il parallelepipedo retto ha per misura il prodotto della sua base 

per la sua altezza. 

142. < o rollano IL Due parallelepipedi retti che hanno le basi 
equivalenti, e le altezze uguali, sono equivalenti. 

143. Corollario III. Il prisma triangolare retto BCDF (fig. 30) 
ha per misura il prodotto della sua base per la sua altezza. 

Infatti il prisma triangolare retto BCDF è metà (n. 121) del pa- 
rallelepipedo retto CII che ha una base doppia e la stessa altezza. 

144. Corollario IV. Dal corollario precedente apparisce che 

Due prismi triangolari retti sono equivalenti , quando hanno basi 

equivalenti, ed altezze uguali. 

PROPOSIZIONE LXI. — TEOREMA. 

145. Due piramidi triangolari rette che hanno basi equivalenti , 
ed altezze uguali , sono equi vedenti (lig. 33). 

Dim. Sieno SABC, sabe due piramidi triangolari rette. Si sup- 
ponga che le basi ABC, abe sieno situate in un medesimo piano, e 
che l’altezza della prima piramide si confonda collo spigolo SA, e 
l'altezza della seconda cada sul lato ac della base abe ; poiché se 
cadesse dentro di questa base, la dimostrazione seguente restereb- 
be sempre la sle sa. 
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Si chiamino P, cp i volumi delle due piramidi: so queste pira- 
midi non sono equivalenti, sia tabe la più piccola. Sarà sempre pos- 
sibile, prendendo un’altezza conveniente Ax, costruire un prisma 
retto avente per base il triangolo ABC, di cui il volume sia uguale 
alla differenza P— p dei volumi delle due piramidi proposte. 

Si divida l’altezza SA in parti uguali minori di Aa: e per i punti 
di divisione D, G, K, ecc. si conducano altrettanti piani paralleli 
al piano delle basi-, le sezioni ratte da ciascuno di questi piani nelle 
due piramidi saranno equivalenti ( n. 4(.i2 ) , onde si avrà DEF = 
de/", CHI, = gài, ecc. 

Ciò premesso, sopra i triangoli ABC, DEF, CHI, ecc. presi per 
basi si costruiscano i prismi retti esterni ABCN, DEFO, GHIt’, 
ecc., che abbiano per altez/e le parti AD, DG, GK, ecc. dell’altez- 
za SA. Parimente sopra i triangoli def , ghi , klm, ecc. presi per ba- 
si si costruiscano nella seconda piramide i prismi retti interni defo, 
ghip\ ec. dei quali le altezze saranno uguali alle altezze AD, DG, 
GK. ec. dei prismi esterni appartenenti alla prima piramide. Quin- 
di tutti i prismi fin qui mentovati avranno per altezza comune AD. 

La somma de’ prismi esterni della piramide SABC è maggiore 
del volume di questa piramide-, al contrario la somma de'prismi in- 
terni della piramide tabe è minore del volume di questa piramide; 
dunque per queste due ragioni, se si chiami S la somma de’prismi 
esterni, e * quella degli interni dovrà essere la differenza S — t 
maggiore della differenza P — p. 

Or a partire dalle basi ABC, abe, il secondo prisma esterno 
DEFO è equivalente al primo prisma interno defo (n. 144), poiché 
hanno basi equivalenti ed altezze uguali; sono equivalenti per la 
stessa ragione il terzo prisma esterno CHIP ed il secondo interno 
ghip, il quarto esterno ed il terzo interno, e così in progresso fino 
all’ultimo degli utii e degli altri. Dunque tutti i prismi esterni della 
piramide SABC, eccetto il primo ABCN, hanno i loro equivalenti 
ne’ prismi interni della piramide tabe- ; per conseguenza la differen- 
za S — t sarà uguale al prisma accennato ABCN. Ma per costru- 
zione la differenza P— p delle due piramidi è maggiore del prisma 
ABCN, dunque la differenza S - » dei prismi sarà minore della dif- 
ferenza P— p delle piramidi; il che è assurdo, perché più sopra si 
è dimostrala maggioro: dunque la piramide SABC non può essere 
maggiore della piramide tabe. Nello stesso modo si dimostrerà che 
non può essere minore, poiché basterà costruire i prismi esterni 
nella piramide tabe, e gl’interni nella piramide SABC ; perciò le 
due piramidi sono equivalenti (*). 


(*, La condizione particolare della piramide ABSG, di a\ere per costo- 
la la sua altezza AS , nulla toglie alla generalità delta dimostrazione. 
Infatti, ae le due piramidi rei le fossero comunque, ciascuna di esse sa- 
rebbe equivalente ed una terza piramide aveute eguale altezza , e base 
equivalente; e coudiziouaia come la ABCS. 
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146. Ogni piramide triangolare obliqua è equivalente ad una pi 
ramide triangolare retta che ha la medesima base , e la medesima al- 
iena (fig. 27). 

Dim. Sia SD l'altezza della piramide obliqua SABC. Si tirino le 
rette BD, AD, CD; indi si costruisca un triangolo abe uguale al 
triangolo ABC, e sopra bc si costruisca il triangolo bed uguale al 
triangolo BCD, sarà il quadrilatero abdc uguale al quadrilatero 
ABDC. Ciò premesso, s’innalzi dal punto o sul piano abdc la per- 
pendicolare o»— DS, e si conducano le rette «a, sb, se , sd, ad. 

La piramide triangolare retta SABD è equivalente alla piramide 
triangolare retta sabd , dappoiché la base ABD della prima è ugua- 
le alla base abd della seconda, e l’altezza SD è uguale all’altezza 
so ( n. 145 ). Parimente si dimostra che la piramide triangolare 
SA DC è equivalente alla piramide triangolare sode : per con- 
seguenza la piramide quadrangolare SABhC è equivalente alla pi- 
ramide quadrangolare sabde. Ma la piramide triangolare retta 
SBDC è equivalente alla piramide triangolare retta sbdc: dunque 
se dalle due piramidi quadrangolari si tolgano queste due pirami- 
di triangolari, resterà la piramide triangolare ob'iqua SABC equi- 
valente alia piramide triangolare retta sabe. 

147. Corollario. Dal teorema precedente si deduce evidente- 
mente che: due piramidi triangolari qualunque che hanno le basi e- 
quivalenti , e le altezze uguali, sono equivalerti. 

PROPOSIZIONE LXUI — TEOREMA. 

146 Ogni piramide triangolare è equivalente alla terza parte del 
prisma triangolare della medesima base , « della medesima altezza 
( %. 36 ). 

• 

Diin. Sia ABCD una piramide triangolare. Per i punti B, e C, 
si conducano le rette BE, CF uguali e parallele ad AD (n.27), in- 
di si congiungano i punti E, D, F colle rette ED, DF, FE : con 
questa costruzione si formerà il prisma triangolare AK, il quale 
avrà la medesima base ABC, e la medesima altezza della piramide 
proposta. 

Ciò premesso, per i tre punti C, D, E, si faccia passare uu piano, 
questo dividerà la piramide quadrangolare EBCFD in due piramidi 
triangolari equivalenti EBCD, ECFD, poiché hanno basi uguali, e 
la stessa altezza, cioè la perpendicolare abbassa t» dal vertice comune 
D sul piano EBCF. Or considerando la piramide ECFD come se 
avesse per base il triangolo EDF, e per vertice il punto C, ne se 
gueche le due piramidi ECDF, ABCD avranno basi uguali, ed al- 
tezze uguali, perciò queste due piramidi saranno uguali, ed il pris- 
ma triangolare sarà decomposto nelle tre piramidi triangolari equi- 
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valenti fra loro ABCD EBCD, RCFD Laonde la piramide propo- 
sta ABCD sarà la terza parte del prisma aE. 

449. Corollario I. Due prismi triangolari che hanno le basi equi- 
valenti, e le altezze uguali sono equi alenti, perché le piramidi loro 
terze parti sono equivalenti (n. 445). 

450. Corollario II. Dal corollario precedente si dedace che un 
prisma triangolare obliquo è equivalente ad un prisma triangolare 
retto di base equivalente e della stessa altezza, ma il prisma trian- 
golare retto ha per misura il prodotto della base per l’altezza (n. 
443); per conseguenza : ogni prisma triangolare ha per misura U 
prodotto della sua base per la sua altezza. 

451 .Corollario III. Ma la piramide triangolare è la terza parte del 
prisma triangolare della stessa base, e della stessa altezza, dunque 

Ogni piramide triangolare ha per misura il prodotto della sua 
base pel terzo della sua altezza. 

452. Corollario IV. Potendosi ogni prisma poligono decomporre 
in prismi triangolari della stessa altezza ( n. 406 ); ed ogni pira- 
mide poligona in piramidi triangolari della stessa altezza (n.103), 
ne consegue che 

1. ° Ogni prisma ha per misura il prodotto della sua base per la 
sua altezza. 

2. ° Ogni piramide ha per misura il prodotto della sua base pel 
terzo deUa sua altezza ; e per conseguenza : 

3. ° Ogni piramide è la terza parte del prisma della stessa base, 
e della stessa altezza. 

PROPOSIZIONE LXIV.— TEOREMA. 

453. Il piano che passa per le diagonali corrispondenti di due 
facce opposte di un parallelepipedo obliquo, lo divide in due prismi 
triangolari equivalenti (fig. 50). 

Dim. Sia *1 parallelepipedo obliquo CH, e per le diagonali cor- 
rispondenti EF, BD di due facce opposte qualunque si faccia pas- 
sare il piano EBDF, il quale dividerà il parallelepipedo proposto 
nei due solidi ABDH, BDCG. In primo luogo questi due solidi sono 
prismi triangolari*, poiché i triangoli ABD, EFH, avendo i loro lati 
uguali e paralleli, sono uguali fra loro, e nel tempo stesso le fac- 
ce laterali sono tre parallelogrammi. Quindi il solido ABDH è un 
prisma triangolare, e lo stesso si dimostra pel solido BDCG. 

In secondo luogo i due prismi triangolari accennati sono equi- 
valenti , perchè hanno basi uguali ed altezze uguali ( n. 149 ), 
dunque il piano EBDF divide il parallelepipedo obliquo in due 
prismi equivalenti. 

454. Corollario I. Poiché il prisma triangolare ha per misura 
il prodotto della sua base per la sua altezza ( n. 45(4), apparisce 
dalla proposizione precedente che 

Un parallelepipedo qualunque ha per misura il prodotto della sua 
basr "rr la sua altezza: e per conseguenza: 
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155. Corollario li. Due parallelepipedi qualunque che hanno basi 
equivalenti, ed altezze eguali, sono equivalenti. 

Da ciò si conchìudo ancora che due parallelepipedi sono equiva- 
lenti, se hanno la stessa base, o basi equivalenti, e sono come 
nella (fig. 37) situali fra gli stessi piani paralleli; per la qualco- 
sa si potrà sempre trasformare un parallelepipedo obliquo qua- 
lunque in un parallelepipedo rettangolo equivalente. 

156. Scolio. Tutti i teoremi ricavati ( n. 136 al n. 139 ) come 
corollarj della misura del parallelepipedo rettangolo si possono 
applicare a due parallelepipedi qualunque, a due prismi qualun- 
que, ed anche a due piramidi qualunque. Ciò risulta da quanto 
fin qui si è esposto. 

PROPOSIZIONE LXV. — TEOREMA. 

157. Se una piramide triangolare si tagli con un piano parallelo 
alla base, il tronco che resta togliendo la piccola piramide è equiva- 
lente alla somma di tre piramidi, che hanno per comune altezza quel- 
la del tronco, e per basi runa la base inferiore del tronco, l'altra la 
base superiore, e l’ultima una media proporzionale fra queste due 
basi (lig. 38). 

Dim. Sia ABCDEF un tronco di piramide triangolare.Per i punti 
A, E, C si faccia passare un piano, il quale distaccherà dal tronco 
la piramide triangolare ABCE che ha per base la base inferiore del 
tronco, e per altezza l’altezza del tronco medesimo; poiché il verti- 
ce R si ritrova nel piano DEF: questa è la prima delle tre piramidi. 

Rimane la piramide quadrangolare che ha per vertice il punto 
E, e per base il trapezio DACF. Per i tre punti D, E, C si faccia 
passare un piano, che dividerà la piramide accennata in due pira- 
midi triangolari. La prima EDFC può considerarsi come avente 
per base il triangolo DEF e per vertice il punto C, per conseguen- 
za avrà per base la base superiore del tronco, e la stessa altezza 
di esso. Dunque è questa la seconda piramide. 

In quanto alla piramide EDAC, a fine di trasformarla in un’altra 
equivalente, si conduca pel punto E nel piano ADEB la retta EK 
parallela ad AD, e si uniscano DK, e KC. La piramide EDAC è e- 
quivalente alla piramide ADCK, perchè hanno la stessa base ADC, 
e la stessa altezza , essendo i loro vertici situati in una retta EK 
parallela ad AD, ovvero al piano ADC. Ma la niramide D.vCK può 
considerarsi come se avesse per base il triangolo AKC, e per ver- 
tice il punto D, resta dunquea dimostrare che la base AKCè inedia 
proporzionale fra le due basi del (ronco.Infatti, essendole rette DE, 
DF rispettivamente parallele ad AB, AC, e rivolte dalla stessa par- 
te, sarà l’angolo EDF uguale all’angolo BAC. Ma DE=AK, se dun- 
que si considerano 1)F, ed AC come le basi dei triangoli DEF, AKC, 
le perpendicolari abbassate dai vertici E, K su queste basi, ovvero 
le altezze dei due triangoli saranno uguali; e però i triangoli DEF, 
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AKO staranno come le basi DF, AC. Ma i triangoli AKC, ABC stan- 
no ancora come le basi, AK, AB, ovvero come DE, AB, perchè 
hanno la stessa altezza: e per la simiglianza dei triangoli DEF , 
ABC si ha DF : AC : : DE : AB, dunque in fine sarà 

DEF : AKC ; : AKC : ABC. 

PROPOSIZIONE LXV1.— TEOREMA. 

158. Il tronco a basi parallele di una piramide qualunque è equi- 
valente alla somma di tre piramidi , che hanno per comune altezza 
quella del tronco , e le loro basi sono la base inferiore del tronco , te 
base superiore , ed una media proporzionale fra queste due basi 
(fig. 2S ). 

T)im. Sia S una piramide qualunque, T una piramide triango- 
lare : si supponga che le basi ABCD, MNP sieno equivalenti, e si- 
tuate in un medesimo piano; e che le altezze SO, TQ sieno uguali 
fra loro; indi si conduca un piano parallelo a quello delle basi, che 
tagli le due piramidi. 

Essendo per ipotesi le basi equivalenti, le sezioni abcd , mnp sa- 
ranno ancora equivalenti, (n. 105); per conseguenza le piramidi 
parziali Sabcd, Tmnp saranno equivalenti. Ma le piramidi intere 
sono equivalenti, perchè hanno basi equivalenti, ed altezze uguali, 
dunque il tronco della piramide poligona è equivalente al tronco 
della piramide triangolare; e però il tronco di una piramide qua- 
lunque sarà uguale alla somma delie tre piramidi indicate nell’e- 
nunciazione del teorema. 

159. Corollario. Da ciò si deduce che 

Il tronco di piramide a basi parallele hit per misura il terzo del 
prodotto della sua altezza per la somma delle sue due basi e di una 
media proporzionale fra queste due basi. 

PROPOSIZIONE LXVU —TEOREMA. 

160. Se si tagli un prisma triangolare con un piano DEF inclina- 
to alla base ABC , il tronco ABCF sarà uguale alla somma di tre 
piramidi , che hanno per base comune la base inferiore del tronco, e 
per vertici quelli della base superiore (fig. 39). 

Lim. Per i punti A, E, C si faccia passare un piano, il quale di- 
staccherà dal tronco la piramide triangolare. ABCE, che ha per 
base la base inferiore del tronco , e per vertice il punto E della 
base superiore. 

Per i punti D, E, C si conduca un piano , il quale dividerà la 
piramide quadrangolare EADFC in due piramidi triangolari, l.a 
prima EDAC avendo per base il triangolo DAC e per vertice il 
punto E sarà equivalente alla piramide DACB, che ha la stessa ba- 
se, e la stessa altezza, essendo i vertici E, B situati nella retta EB 
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parallela al piano DAC. Ma la piramide DACB può considerarsi 
corno se avesse per base il triangolo ABC, e per vertice il punto 
D, dunque si ha la seconda piramide. 

Rimane ora a considerare la piramide EDFC , la quale è equi- 
valente alla piramide AEFC, poiché hanno la stessa base ECF, e 
la stessa altezza, essendo i vertici D, A situati nella retta OA pa- 
rallela al piano ECF. Ma la piramide AEFC può considerarsi come 
se avesse per base il triangolo ACF, e per vertice il punto E , e 
perciò è equivalente alla piramide ACFB che ha la stessa base e 
la stessa altezza, dunque la piramide ECFD è equivalente alla pi- 
ramide ACFB, la quale sarà la terza piramide richiesta, perchè si 
può considerare come se ayesse per base il triangolo ABC, e per 
vertice il punto F. 

161. OoroHario. Pai teorema precedente s’inferisce che 

Il prima triangolare troncato ha per misura il prodotto della 
sua base pel terzo della somma delle tre perpendicolari abbassate 
su questa base dai vertici opposti. 

162. Scolio. Quando si ha un tronco di prisma triangolare retto, 
le perpendicolari abbassate dai vertici, D, E, F sulla base ABC si 
confondono cogli spigoli DA, EB, FC-, e però ne consegue che 

Il tronco di prisma triangolare retto ha per misura il prodotto 
della base pel terzo della somma dei suoi tre spigoli laterali . 

PROPOSIZIONE LX VI II — TEOREMA. 

163. Ogni poliedro si può trasformare in una piramide equiva- 
lente (fig. 31). 

Dim. Potendosi ogni poliedro decomporre in piramidi (n. Hi), 
il suo volume risulterà dalla somma delle piramidi parziali, le quali 
in generale a vrannodiverse altezze.Cosi, abbiam veduto ( n. HO), 
che se si prenda un punto 0 neli’interno di un parallelepipedo AG, 
le rette tirate da quel punto a tutt’i vertici del poliedro, lo divido- 
no in sei piramidi quadrangolari, che hanno per vertice comune il 
punto 0, e per basi le facce del poliedro medesimo Quindi le al- 
tezze delle piramidi saranno le perpendicolari abbassate da quel 
vertice sopra ciascuna faccia.Or se si chiami L l’altezza della pi- 
ramide ABFEO, non sarà diffìcile vedere che ciascuna delle cinque 
piramidi rimanenti potrà esser trasformata in una piramide equi- 
valente, che abbia per altezza l’altezza L della piramide ABFEO ; 
perocché (n. 156) si è dimostrato che due piramidi sono equiva- 
lenti, allorché hanno le basi in ragione reciproca delle altezze. Se 
per esempio, si chiami K l’altezza della piramide ABCDO, questa 
si potrà trasformare in un’altra equivalente, che abbia l’altezza L, 
ed una base M, che sarà determinata dalla proporzione 
L : K ; : ABCD : M. 

Similmente si potranno determinare le basi N, P, Q, R delle pi- 
ramidi , che hanno kt comune altezza L, e sono equivalenti alle 
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quattro restanti piramidi del parallelepipedo AG. Se dunque si co- 
struisce una piramide, che abbia L per altezza, e per base un po- 
ligono S, equivalente alla somma de’poligoni ABFF,,.M , N, P, Q, 

K, essa sarà equivalente al parallelepipedo AG. La costruzione 
del poligono S si esegue facilmente riducendo prima quei poligoni 
ad altrettanti quadrati ; e però il parallelepipedo AG si può tra- 
sformare in una piramide equivalente. Ma è manifesto che la stessa 
costruzione può applicarsi ad un poliedro qualunque, dunque il 
teorema proposto è dimostrato. 

t64.Scoho.Si può facilmente vedere che a due piramidi si posso- 
no sempre sostituire due parallelepipedi rettangoli ad esse rispet- 
tivamente equivalenti. Infatti, si può sempre costruire un paral- 
lelogrammo rettangolo equivalente al poligono, che forma la base 
di una delle due piramidi', ed in lai guisa si ha la base di uno dei 
due parallelepipedi: l’altezza sarà la terza parte dell’altezza della 
piramide medesima. Quindi se si sapesse trovare in linee il rap- 
porto di due parallelepipedi rettangoli, si potrebbe ridurre il rap- 
porto di due poliedri qualunque al semplice rapporto di due linee, 
come nella geometria piana si è fatto per due poligoni qualunque. 
Questo risultamento è della più grande importanza, e hi conosce- 
re la potenza della geometria; dappoiché il rapporto di due linee 
si può sempre assegnare in numeri, sia esattamente , sia con 
quella approssimazione che si vuole - , per conseguenza la riduzio- 
ne del rapporto delle figure piane e solidea quello di due linee 
non solamente è per se stessa un mirabile concepimento geome- 
trico; ma fa vedere ancora la possibilità di applicare alla pratica 
le speculazioni della geometria. Ber queste ragioni ci occuperemo 
nella proposizione scgueutedel rapporto, in linee di due paralle- 
lepipedi rettangoli. 

PROPOSIZIONE LXIX. — TEOREMA. 

' 465. Il rapporto di due parallelepipedi rettangoli « può sempre *- 
tibire in linee (Cg. 33). 

Dim. Siano R AD. AG le dimensioni di un parallelepipedo ret- 
tangolo BM, ed ab ad , ac quelle di un altro parallelepipedo ret- 
tangolo òm. * 

Si trovi una quarta proporzionale X in ordine alle tre linee ab, 
AB, AD, ed una quarta proporzionale Y in ordine alle tre linee AC, 
ad , ac. Dico che le due linee X, Y stanno fra loro come i due pa- 
rallelepipedi BM, bm. 

Infatti, essendo per costruzione 

ab : AB ; : AD : X, 

sarà ABxAD— aàxX. Moltiplicando dall’una e daU’allra parte 
per AC, sarà ABxADx AC = ACxaàxX . 

Similmente essendo per costruzione 

AG : ad ; ; ac : Y , 

sarà adxac — ACxY , c moltiplicando questi due prodotti. eguali 
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per oò, risulterà abxadxac=kCxabxY. Quindi i due paralle- 
lepipedi proposti BM, e bm staranno Tra loro come i due prodotti 
ACxofcxX, ACxaòxY, ovvero come X a Y, poiché ACxaò è 
un fattore comune all’antecedente ed al conseguente-, e però il 
teorema c dimostrato. 


( ADITOLO IV. 

DEI POLIEDRI SIMILI. 

166. Dato un poliedro qualunque, è elidente che si può sem- 
pre concepire un altro poliedro, il quale sotto diversa estensione 
abbia la medesima figura. Questi due solidi saranno allora compo- 
sti di un medesimo numero di facce simili e similmente disposte, 
ed avranno gli angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno, come pu- 
re gli angoli solidi, ed in fine saranno ne’ due poliedri proporzio- 
nali tutti gli spigoli omologhi, vale a dire quelli che carierebbero 
nella slessa direzione quando si soprapponessc un angolo solido 
di un poliedro al suo uguale nel poliedro simile, 

107. Or siccome per determinare un poliedro non è necessario 
conoscere tutte le parti che lo compongono, così pure non è ne- 
cessario verificare tulli i caratteri di simigiianza sopraccennali 
per concludere che due poliedri sono simili. Quindi si possono de- 
finire i poliedri simili nel modo qui appresso. 

168. Definizione. Due poliedri si dicono simili quando hanno 
tutte le loro facce simili, similmente disposte, e gli angoli solidi 
formati dalle facce omologhe rispettivamente uguali (’). 

I’JtorOSlZlONE LXX. — TEOREMA, 

169. Fe si taglia una piramide con un piano parallelo alla base , 
la piramide parziale sarà simile alla piramide intera (fig. 28). 

L'im. Sia la piramide SABCD tagliata da un piano abed paralle- 
lo alla base, dico, che la piramide S abed è simile a SABCD. Infatti, 
tutte le facce dell’una sono simili alle facce dell’altra -, e però gli 
spigoli omo'oglii sono proporzionali, e gli angoli piani degli angoli 
solidi omologhi sono uguali ciascuno a ciascuno. Inoltre è evidenlo 
che gli angoli diedri omologhi sono uguali-, dunque saranno anco- 
ra uguali gli angoli solidi omologhi ( n. 80 )$ e per conseguenza 
le due piramidi sono simili. 


!*) Qualche restauratore di Euclide ha trovato a ridire su questa de- 
finizione de’ poliedri simili, dovuta al celebre geometra Roberto Si msou. 
Ma essa è stata giudicala esalta dai Matematici , e Don può mai dar 
luogo q veruno equivoco, se si terronuo presenti le cousidcroriooi, cha 
precedouo la definizione medesima. 
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170. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno gli ango- 
li diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente situati (fig. 40). 

Dim. Siano SALO, e sabe due piramidi triangolari che abbiano 
i loro angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente situa- 
ti: gli angoli triedri S, e «avendo i loro angoli diedri uguali cia- 
scuno a ciascuno e similmente disposti, sono uguali fra loro ( n. 
77), e per conseguenza hanno gli angoli piani uguali, I» stesso si 
può dimostrare per gli angoli triedri A, ed a , come pure per gli 
angoli triedri li- e b. Quindi i due triangoli ASB , ed asb sono e- 
quiangoli, e perciò simili. Nello stesso modo si dimostra la simi- 
glianza delle altre facce delle due piramidi triangolari, dunque 
queste piramidi sono simili. 

PROPOSIZIONE I.XXI1.— TEOREMA. 

171. Due piramidi triangolai i sono simili quando hanno una fac- 
cia simile adiacente a tre angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno 
•(fig. 40). 

lim. Nelle piramidi triangolari SABC, sale siano ABfl, abe le 
due facce simili-, gli angoli triedri A ed a saranno uguali, perchè 
hanno un angolo piano uguale adiacente a due angoli diedri uguali 
ciascuno a ciascuno e similmente disposti (n. 79)-, per conseguenza 
saranno uguali gli angoli diedri SA, sa-, e nello stesso modo si 
dimostrerà l’uguaglianza degli altri angoli diedri. Dunque (n.170) 
le due piramidi triangolari sono simili. 

PROPOSIZIONE LXX1H.— TEOREMA. 

172. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno un an- 
golo diedro uguale compreso fra due facce rispettivamente simili e 
similmente disposte (fig. 40). 

Dim. Sia l’angolo diedro SA uguale all’angolo diedro sa, e le 
facce SAB, SAC che comprendono il primo sieno rispettivamente 
simili alle facce sai», sac che comprendono il secondo; gli angoli 
triedri S, s risaltano uguali, perchè hanno un angolo diedro ugnale 
compreso fra due angoli piani uguali ciascuno a ciascuno (n. 78); 
per conseguenza sono ugnali gli angoli diedri SB e s6. Parimen- 
te gli angoli triedri A, ed a saranno uguali perchè hanno un an- 
golo diedro uguale compreso fra due angoli piani uguali ciascuno 
a ciascuno e similmente disposti; perciò saranno uguali gli ango- 
li diedri, AB. ed ab. 

Quindi le due piramidi triangolari proposte hanno le facce si- 
mili ASB, asb adiacenti a tre angoli diedri rispettivamente uguali 
c similmente situati) e però sono simili (n. 171). 
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PROPOSIZIONE LXXIV. — TEOREMA. 

173. Due piramidi triangolari sono rimili quando hanno tre facce 
rimili ciascuna a ciascuna « similmente disposte ( fig. 40 ). 

Dim. Siano le foncé ASB, ASC, BSC rispettivamente simili alle 
facce ashy asc , bsc e similmente disposte. Gli angoli triedri S, e 
s saranno uguali, p ichè hanno i loro tre angoli piani uguali cia- 
scuno a ciascuno e similmente situati; e per conseguenza risulta- 
no uguali gli angoli diedri SA , sa ; e le due piramidi proposte 
saranno simili in virtù del teorema precedente. 

PROPOSIZIONE LXXV. —TEOREMA 

<74. Due piramidi triangolari rimili hanno i loro spigoli omolo- 
ghi proporzionali alle altezze ( Cg. 40 ). 

Dim. Siano SAEC, sabc due piramidi triangolari simili. Facen- 
do coincidere l'angolo triedro * col suo uguale S, la | iramide spbc 
verrà rappresentata dalia piramide SEDF. La retta ED sarà pa- 
rallela ad AB, perchè l’angolo SED=SAB; e per la stessa ragione 
la retta DF sarà parallela a BC. Quindi il piano EDF sarà paralle- 
lo al piano ABC (n. 42). Or se dal punto S si abbassi la perpendi 
colare sopra uno di questi piani, e-sa sarà ancora perpendicolare 
all’altro. Siano SO, SG le altezze delle due piramidi prese sopra 
questa perpendicolare, in virtù dei piani paralleli EDF , ABC, si 
avrà (n. 100), 

SA iSE : : SO: SG, 

per conseguenza lealtezze sono proporzionali agli spigoli omologhi, 
PROPOSIZIONE LXX\i— TEOREMA. 

<75. Due poliedri simili sono composti di un medesimo numero, 
dipiramidi triangolari simili rispettivamente e similmente disposte 

' Dim. Siano SAB, ABCD, CDE tre facce consecutive del primo 
poliedro, e ao6, abed, ede le tre facce omologhe del secoudo.Suppo- 
niamoche i due poliedri siano decomposti in piramidi aventi per 
▼ertici i punti omologhi S, a, e per basi le facce dei poliedri mede- 
simi; supponiamo inoltre che queste piramidi siano divise in pira- 
midi triangolari aventi per vertici gli stessi punti S, s, e si tirino, 
le diagonali SD, SC, SE; ac, ad, ae, come pure le rette AC, ac 

Le due facce ABCD, abed essendo simili per ipotesi saranno an- 
cora simili i triangoli ABC, abe , t 

Da un’altra parte sono uguali gli angoli diedri CBAS, ebas, poi-, 
chè essendo simili i poliedri sono uguali gli angoli solidi omologhi,, 
dunque le due piramidi triangolari SABC, sabc hanno un angolo 
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diedro uguale compreso fra due facce simili rispettivamente e si* 
miluiente disposte, perciò saranno simili. Dal che si deduce la simi- 
glianza delle facce omologhe ASC asc, e l’uguaglianza degli angoli 
diedri SACB, sacb. Gli angoli diedri SACD, sacd saranno ancora 
uguali perchè sono supplementi dei precedenti. Di più, i triangoli 
ADC, òde sono simili, dunque le due piramidi triangolari SACD, 
sacd hanno un angolo diedro uguale compreso fra due facce simili 
ciascuna a. ciascuna e similmente disposte; e però queste piramidi 
sono simili. Da ciò si conclude la simiglianza delle facce omologhe 
DSC, dsc , e l’uguaglianza degli angoli diedri SDCA, sdea. Or es- 
sendo simili i poliedri, gli angoli diedri omologhi EDCA, edea sono 
uguali, perchè sono uguali gli angoli solidi omologhi. Se dunque 
da questi ultimi angoli diedri si tolgono i precedenti, i rimanenti 
angoli diedri SCDE, sede saranno uguali. Ma i triangoli DCE, dea 
sono simili ( e lo sarebbero ancora se in luogo di essere facce omo- 
loghe dei due poliedri, facessero semplicemente parte di due facce 
omologhe ); dunque le due piramidi triangolari SCDE, sede hanno 
un angolo diedro uguale compreso fra due facce simili rispettiva- 
mente e similmente disposte, e perciò sono simili. 

Continuando nello stesso modo, si potrà dimostrare progressiva- 
mente la simiglianza di tutte le piramidi triangolari che compon- 
gono i due poliedri proposti. 

PROPOSIZIONE LXXVII. — TEOREMA 

176. Nei poliedri simili gli spigoli omologhi , le diagonali omolo- 
ghe delle facce omologhe , e le diagonali interne omologhe sono pro- 
porzionali (fig. 32). 

l)im. Infatti, 1° dalla simiglianza delle facce omologhe dei due 
poliedri si deducono le proporzioni. 

SA ; sa : ; AB : ab ; : CD : cd ; : DE ; de, ecc. e però gli spigo- 
li omologhi sono proporzionali. 

2. ° Si considerino due diagonali omologhe, per esempio, AC, ac 
di due facce omologhe ABCD, abed, è manifesto che le diagonali 
accennate sono proporzionali agli spigoli omologhi AB, ab. Pari- 
mente le diagonali omologhe di due altre face ' omologhe sono pro- 
porzionali a due spigoli omologhi ; ma tutti gli spigoli omologhi 
sono proporzionali, dunque le diagonali omologhe delle facce omo- 
loghe sono proporzionali. 

3. ° Finalmente, se si conducano due diagonali omologhe interne 
per esempio, SE, se, queste saranno proporzionali agli spigoli o- 
mologhi CD, cd, in virtù della simiglianza delle piramidi SCDE, 
sede, dunque le diagonali interne omologhe 6ono proporzionali. 

PROPOSIZIONE LXXVII!— TEOREMA. 

177. Le superficie dei poliedri simili stanno fra loro come i qua- 
drati degli spiijoli omologhi (fìg. 32). 
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Litn. Ije aje dei poligoni simili stanno (Va loro come i quadrati 
dei lati omologhi, dunque sarà la faccia SAB alla faccia sab come il 
quadrato di AB al quadrato di ab. Parimente sarà la faccia ABCD 
alla faccia abed come il quadrato di AB al quadrato di a/>,e la fac- 
eia DCE alla facc'a dee, come il quadralo di DC al quadrato di de. 
Ala tutti gli spigoli omologhi dei poliedri simili sono proporziona- 
li, e però sono proporzionali anche i loro quadrati', dunque sarà la 
faccia ASB alla faccia asb come la faccia ABCD ad abed , e come 
DCE a dee, ecc. 

Quindi la somma di tutte le facce del primo poliedro sarà alla 
somma di tutte le facce del secondo come una faccia qualunque 
dell’uno sta alla faccia omologa dell’altro, ovvero come il quadra- 
to di uno spigolo del primo sta al quadrato di uno spigolo omologo 
del secondo. Dunque le superficie dei poliedri simili stanno fra 
loro come i quadrali degli spigoli omologhi. 

PROPOSIZIONE LXXIX. —TEOREMA. 

118. I poliedri simili stanno fra loro come i cubi degli spigoli o* 
mologhi (fig, 40). 

Dim. Si considerino in primo luogo le due piramidi triangolari 
simili SABC, sabe. Or due piramidi stanno fra loro in ragion com- 
posta dalla ragione delle basi ABC, aie, e dalla ragione delle altez- 
ze SO, so. Ma le busi essendo simili stanno fra loro come i qua- 
drati de’lati omologhi, e questi lati sono proporzionali alle altezze 
(n. 100), dunque le due piramidi sono in ragion triplicata de’ Iati 
omologhi, ovvero come i cubi di questi lati. 

Ciò premesso, passiamo a considerare due poliedri simili qualun- 
que (fig. 32), che si potranno concepire divisi in un medesimo nu- 
mero di piramidi triangolari simili rispettivamente e similmente 
disposte. Ciascuna delle piramidi del primo poliedro, per esempio, 
SABC starà alla sua omologa sabe nell’altro, come il cubo di uno 
dei suoi spigoli AB sta al cubo dello spigolo omologo ab dell’ altra 
piramide - , ma tutti questi spigoli sono nei due poliedri nel mede- 
simo rapporto, poiché sono necessariamente ogli spigoli omologhi 
dei poliedri proposti, o le diagonali omologhe delle loro facce omo- 
loghe. o infine le diagonali omologhe interne, per conseguenza i lo- 
ro cubi formeranno una serie di rapporti uguali, e questi rapporti 
essendo uguali a quelli delle piramidi, si concluderà che questi 
ultimi rapporti sono uguali fra loro. Laonde la somma delle pira- 
midi costituenti il primo poliedro starà alla somma delle piramidi 
costituenti il secondo, come una q ualunque piramide S.\BC dell’u- 
no sta alla corrispondente piramide sabe de IValtro, ovvero come 
il cubo di uno spigolo omologho del primo poliedro sta al cubo 
dello spigolo omologo del secondo. Mettendo in luogo delle pira- 
midi i poliedri da esse composti, ne risulterà che i poliedri simili 
stanno fra loro come i cubi dei lati omologhi. 
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CAPITOLO V. 

DEI POLIEDRI SIMMETRICI. 

179. Per essere uguali due piramidi triangolari non basta che 
abbiauo le loro facce uguali ciascuna a ciascuna , ina si richiede 
ancora che queste facce sieno disposte nello stesso ordine; poiché 
se fossero disposte in ordine inverso non potrebbero affatto coin- 
cidere, stante la simmetria degli angoli solidi. Conviene adunque 
considerare le ligure solide, nella costituzione delle quali entrano 
gli angoli solidi simmetrici. 

PROPOSIZIONE LXXX. — TEOREMA. 

180. Se due piramidi triangolari , che hanno le facce rispettiva- 
mente eguali , ma disposte in ordine inverso , sono situate in modo 
che due facce eguali coincidano , il piano della faccia comune sarà 
perpendicolare alla retta congiungente i vertici opposti , e la divide- 
rà in due parli eguali (fig. 1 1 ). 

Dim. Siano SABC, e S'ABC le due piramidi triangolari proposte: 
sia 0 il punto di mezzo della retta SS' che unisce i vertici opposti 
alla base comune ABC; si conducano le rette AG, BO, CO. Essen- 
do AS=AS', il triangolo SAS' sarà isoscele, e per conseguenza la 
retta AO è perpendicolare alla retta SS'. Parimente essendo BS = 
BS', e CS=CS', le rette BO, e CO sono perpendicolari a SS'.Dun- 
que ( n. 13 ) le tre rette AO, BO, CO si trovano nel piano che sa- 
rebbe prodotto dal rivolgimento dell’angolo retto SOC intorno al 
lato SO supposto immobile ; ma questo piano contieue i tre punti 
A, B, C; dunque esso è il piano della faccia comune ABC. 

181. Scolio. Dalla proposizione precedente è derivato che due 
piramidi triangolari si dicono simmetriche quando hanno le loro 
facce uguali ciascuna e ciascuna disposte in ordine inverso ; dap- 
poiché possono essere situale simmetricamente rispetto a un me- 
desimo piano, cioè in modo che i vertici degli angoli solidi omolo- 
ghi sono situati a distanze uguali dal piano accennato, sopra una 
medesima retta perpendicolare a questo piano. 

PROPOSIZIONE LXXXl.— TEOREMA 

182. Due piramidi triangolari simmetriche hanno gli angoli die- 
dri omologhi rispettivamente uguali , e gli angoli triedri omologhi 
simmetrici (fig. 42). 

Dim. Siano le due piramidi simmetriche SABC, sabe nelle quali 
sia la faccia SBA SBC=j6c, SCA— sca, e CBA =cba. 

Essendo uguali le facce omologhe, gli angoli piani omologhi di 

8 


Digitized by Google 



50 


GROMETRM SOLIDI 


queste facce saranno rispettivamente uguali', egli angoli triedri o- 
inologhi saranno composti di angoli piani rispettivamente uguali; 
per conseguenza (n. 70) l’angolo diedro di due facce contigue qua- 
lunque in una delle piramidi proposte sarà uguale all’angolo diedro 
delle facce omo'oghe nell’altra: ma queste facce sono disposte in or- 
dine inverso, dunque gli angoli solidi omologhi saranno simmetrici. 

PROPOSIZIONE LXXXII — TEOREMA. 

183. Una piramide triangolare non può avere che una sola sim- 
metrica (fig. 42). 

Dim. Infatti, se si voglia formare una piramide simmetrica alla 
piramide SABC, \ i dovrà essere sempre un angolo triedro formato 
da tre angoli piani BSA. BSC, ASC disposti in ordine inverso a 
quello, in cui sono disposti nella piramideSABC. Or siè dimostrato 
(n.76) che questi tre angoli non si possono disporre che in due soli 
modi diversi, dunque le tre facce BSA, BSC, ASC non si possono 
disporre che in due soli modi differenti: ma quando queste facce 
si saranno riunite in un punto per formare l’angolo simmetrico al- 
l’angolo S, la quarta faccia trovasi determinala, dunque non può 
esservi che una sola piramide sacb simmetrica alla piramide SABC. 

184. Scolio. Le proposizioni dimostrate nei paragrafi 113, 11S, 
116, e 117 si verificano ancora quando gli elementi rispettivamen- 
te eguali nelle due piramidi, si sono in esse inversamente dispo- 
sti, solamente in vece di dire che le piramidi sono uguali, si dirà 
che sono simmetriche', e co>i si avranno diversi criterj per giudi- 
care della simmetria delle piramidi triangolari. Infatti, se si 
suppone costrutta una piramide simmetrica ad una delle due pi- 
ramidi proposte , essa in virtù delle proposizioni sopraccennate 
dovrà risultare uguale all’altra piramide proposta; e però le due 
pirami proposte saranno simmetriche fra loro. 

PROrOSIZIONB LXXXII1— TEOREMA. 

185. Se da tutti i vertici di un poliedro, decomposto *n piramidi 
triangolari , «' abbassino delle rette perpendicolari ad un medesimo 
piano , e si prolunghino al di là di questo piano di quantità uguali 
ad esse medesime , le estremità di queste perpendicolari saranno i 
rertici di un nuovo poliedro , che potrà essere decomposto in un me- 
desimo numero di piramidi triangolari simmetriche a quelle del pri- 
mo ed inversamente disposte ( fig. 43). 

Dim. Sia S il vertice di tutte le piramidi costituenti il poliedro 
proposto; A, B, C, D, ecc. dinotino i differenti vertici del polie- 
dro medesimo; ed *, a, b, c, d , ecc. i punti corrispondenti del se- 
condo poliedro determinati nel modo sopraccennato. Finalmente 
siano M e N i punti di mezzo delle rette Ss, e B b , vate a dire i 


Digitized by Google 



LIBRO II. 


51 


piedi di queste perpendicolari nel piano r*Q, su cui sono siate ab- 
bassale. 

Le rette S », e B6, essendo perpendicolari a un medesimo piano 
PQ, sono parallele fra loro, e pei conseguenza sono situate in un 
medesimo piano; inoltre sono perpendicolari alla retta MN che u- 
niscei loro piedi nel piano l'Q;perciò immaginando che il trapezio 
bs MN giri intorno alla retta MN, esso potrà combaciare col trape- 
zio BSMN, e però si arra SB — sb. Nello stesso modo si dimostrerà 
che S \—sa. Si )=. se, AB=a&. BC=6c; AC=ae e per conseguenza 
le due piramidi triangolari SABC, sabe, avranno le facce uguali 
ciascuna a ciascuna; ma queste sono i» versameli tc disposte, dun- 
que le piramidi accennate sono simmetriche fra loro. Similmente 
si potrà dimostrare che le piramidi triangolari SAC.D, tacci sono 
simmetriche, e cosi di seguilo. Dunque i due poliedri sono com- 
posti di un medesimo numero di piramidi triangolari simmetriche 
rispettivamente; e da un’altra parte è manifesto che queste pira- 
midi si trovano inversamente disposte nei due poliedri. Infatti per 
veder ciò chiaramente basta osservare la lig. 41, dove i due po- 
liedri sono situali l’uno accanto all’altro. 

IROPOSlZtOISE LXXXIV. — TEOREMA 

180. Reciprocamente , due poliedri composti di un medesimo nu- 
mero di piramidi triangolari simmetriche inversamente disposte , 
possono essere situati in modo che le rette , le quali uniscono i ver- 
tici omologhi sieno divise in due parti uguali da un medesimo piano 
perpendicolare a tulle queste rette ( fig 44 ). 

IHm. Si* no S, s i due poliedri proposti. Da tutti i vertici del 
poliedro S si abbassino delle perpendicolari sopra un piano qua- 
lunque, le quali si prolunghino al di sotto di questo pianodi quan- 
tità uguali ad esse medesime; si formerà un nuovo poliedro, che 
chiameremo S*. 1 poliedri S e S* in virtù della proposizione pre- 
cedente saranno composti di un medesimo numero di piramidi 
triangolari simmetriche inversamente disposte. Ma i due poliedri 
proposti S, s sono anch'essi per supposizione composti di un me- 
desimo numero di piramidi triangolari simmetriche inversamente 
disposte , e da un’ altra parte una piramide triangolare non può 
aver che una sola simmetrica (n. 183 ), dunque i poliedri s, e S* 
sono composti di un medesimo numero di piramidi triangolari 
uguali ciascuna a ciascuna, e similmente disposte; e per conse- 
guenza questi p liedri sono uguali fra loro (n. 122 j. 

Da ciò si deduce che il poliedro » può esser soprapposto al po- 
liedro S*, ed in questa situazione del poliedro s rispetto a S, il 
piano sopra nominato dividerà in due parti uguali tutte le rette- 
che uniscono i loro vertici omologhi, e sarà perpendicolare a que- 
ste medesime rette. 

487. Scolio 1. Dalla proposizione precedente è derivato die due 
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poliedri son delti simmetrici fra loro quando si possono decompor- 
re in un medesimo numero di piramidi triangolari simmetriche ed 
inversamente disposte; dappoiché possono sempre essere situati 
simmetricamente rispetto a un medesimo piano. Quindi il l^egen- 
dre, che fu primo a parlare dei poliedri simmetrici, non li consi- 
dera se non relativamente alla posizione che possono avere rispet- 
to ad un medesimo piano. 

Infatti definisce i poliedri simmetrici dicendo esser quelli che 
avendo una base comune, sono costrutti similmente l’uno al di 
sopra del piano di questa base , l’altro al di sotto, con questa 
condizione che i vertici degli angoli solidi omologhi siano situati 
ad eguali distanze dal piano della base, sopra una medesima retta 
perpendicolare a questo piano. 

Partendo da questa definizione il lodato geometra ha dato alcu- 
ne proposizioni intorno ai poliedri simmetrici, ma sembra con ta- 
le procedimento rimanga nascosto il cammino da esso seguilo per 
arrivare a una sì bella scoperta. 

488. Scolio II. Iji proposizione prec 'dente prova che un polie- 
dro non può avere che un solo simmetrico', c la proposizione 
( n. 185 ) offre il mezzo di costruire un poliedro simmetrico ad 
un poliedro dato. 

PROPOSIZIONB LXXXV. — TEOREMA. 

189. Thie poliedri simmetrici hanno le facce omologhe rispellira- 
mente uguali, gli angoli diedri omologhi essi pure rispettivamente 
uguali , e gli angoli solidi omologhi simmetrici ( fig. H ). 

f irn Sieno SABC, SACD, ere., le piramidi cosliluenti uno dei 
poliedri propasti, e sabe, sacd , ccc., le piramidi omologhe costi- 
tuenti Tallio poliedro. 

1°È manifesto che le facce omologhe dei due poliedri sono com- 
poste di facce omologhe ed uguali delle piramidi costituenti , 
e per conseguenza le facce omologhe dei due poliedri simmetrici 
sono uguali. 

2° Due angoli diedri omo'oghi dei due poliedri sono angoli die- 
dri omologhi, come AB , ab delle piramidi costituenti : o sono 
composti di un medesimo numero di angoli diedri omologhi delle 
piramidi medesime, come avviene per gli angoli diedri omologhi 
CA, ca, clic sono composti degli angoli diedri SCAB, SCAB, scab, 
scad. In ambedue i casi gli angoli diedri omologhi dei due polie- 
dri saranno uguali. 

5° Finalmente gli angoli solidi omologhi dei due poliedri so- 
no composti degli angoli triedri omologhi delle piramidi costitu- 
enti, come può vedersi negli angoli solidi, A , cd a, che sono 
composti degli angoli triedri ASBC, ASCD, absc, ascd , omolo- 
ghi, e disposti in ordine inverso, perchè queste slesse pirami- 
di sono disposte inversamente nei due poliedri. Ma gli angoli 
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triedri accennali sono simmetrici, dunque lo saranno ancora gli 
angoli solidi omologhi dei due poliedri. 

PROPOSIZIONE I.XXXVI. — TEOREMA. 

490. Due poliedri sono simmetrici quando hanno le facce rispetti- 
vamente uguali., disposte in ordine inverso , e gli angoli diedri omo - 
loghi essi pure rispettivamente uguali (fig. 44). 

Dim. Siano S, * i due poliedri proposti, e supponiamo che siasi 
costrutto un terzo poliedro S' simmetrico al poliedro S; esso avrà 
in questo poliedro (n. 489) gli angoli diedri omologhi eguali, e le 
facce omologhe eguali ed inversamente disposte. Per conseguenza 
i poliedri S', s, avranno gli angoli diedri rispettivamente eguali, 
e le facce omologhe eguali c similmente disposte, e perciò saran- 
no eguali (n. 424). E poiché i poliedri S, S' sono simmetrici , lo 
saranno pure i poliedri proposti S, s. 

PROrOSlZlONE LXXXVII. — TEOREMA. 

494. Due prismi sono simmetrici quando hanno un angolo solido 
simmetrico compreso fra facce omologhe uguali ciascuna a ciascuna 
(fig. 29). 

Dim. Supponiamo clic nei due prismi CF, cf sia l’angolo trie- 
dro A simmelr co all’ angolo triedro a , la faccia ABI) = abd, 
AK = ag , ed AG = ak. Se si costruisce un terzo prisma , che 
chiameremo C'F', simmetrico al prisma CF, questi due prismi 
avranno le facce omologhe rispettivamente uguali , e gli cngoli 
solidi omologhi simmetrici fra loro(n. 489). Dunque i due prismi 
C'F' , e cf avranno un angolo solido uguale compreso tra facce 
rispettivamente uguali; perciò saranno uguali ( n. 119 ) , ed es- 
sendo simmetrici i prismi CF, C'F', lo saranno pure i prismi pro- 
posti CF, cf. 

PROPOSIZIONE LXXXVII!.— TEOREMA. 

492. Il piano che passa per le diagonali corrispondenti di due 
facce opposte di un parallelepipedo , lo divide in due prismi triango- 
lari simmetrici fra loro (fig. 50). 

Dim. Infatti i due prismi triangolari ABDEFH, BCDFGE hanno 
le facce AE , CF uguali come facce opposte del parallelepipedo-, 
hanno pure le Tacce uguali DH,CE per la stessa ragione; ed è poi il 
triangolo aBD uguale al triangolo EGF, dunque i due prismi 
accennati hanno gli angoli solidi A, e G compresi tra facce omolo- 

? he rispettivamente uguali; ma questi angoli solidi sono simmetrici 
n. 107), dunque (n. 191) i due prismi sono simmetrici fra loro. 



Google 


54 SSUMETBU SOLIDA 

PB0P0S1ZI0NE LXXXIX. — TEOREMA 

193. bue poliedri simmètrici sono equivalenti fra loro (fig. 41). 

Dim. Infatti, 4.° Due piramidi triangolari simmetriche SABC, e 
S'ABC sono equivalenti, poiché hanno una medesima base ABC ed 
uguali altezze SO, S'O. 

2.° Due poliedri simmetrici sono composti di un medesimo nu- 
mero di piramidi triangolari simmetriche , dunque essendo equi- 
valenti le piramidi accennate, saranno pure equivalenti i poliedri 
simmetrici. 

194. Scolio. Apparisce dal teorema precedente che i poliedri 
simmetrici costituiscono un genere intermedio fra i poliedri ugua- 
li, ed i poliedri equivalenti; il che non avviene nelle figure piane 
rettilinee dove fra l’uguaglianza e l’equivalenza di queste figure 
non esiste alcuno stato intermedio. Una siffatta dottrina fu total- 
mente ignota agli antichi geometri , i quali perciò hanno a noi 
tramandata una teorica imperfetta dei poliedri. 

CAPITOLO VI. 

DEI POLIEDRI RBUOLARI 

195. Un poliedro dicesi regolare quando tutte le facce sono po- 
ligoni regolari uguali, e tutti i suoi angoli solidi souu pure uguali 
fra loro. 

19G. Or il più semplice di tutti i poligoni regolari è il triangolo 
equilatero, di cui ciascun angolo equi va le a due terzi di un angolo 
retto: se dunque si riunissero piu triangoli equilateri per formare 
un angolo solido, non se ne potrebbero adoperare che tre, quattro, 
o cinque; dappoiché sei dei loro angoli piani riuniti equivalgono a 
sei volte due terzi di un angolo retto, ovvero a quattro angoli retti, 
e perciò non possono formare un angolo solido (n. 67). Con più ra- 
gione non se ne potrebbero prendere più di sei. Laonde non posso- 
no esistere che tre specie di poliedri regolari con facce triangolari. 

497. Dopo il triangolo equi luterò viene il quadrato, di cui ciascun 
angolo è retto. Se dunque si prendano più quadrati per formare un 
angolo solido, non se ne potranno adoperare che tre. e per conse- 
guenza non può esistere che un solo poliedro con facce quadrate.. 

498. Quanto al pentagono regolare, ciascuno dei suoi angoli e- 
quivale a sei quinti di un angolo retto, onde non si potrebbero a- 
doperare più di tre degli angoli accennati per formare un angolo, 
solido. Quindi un solo poliedro regolare può esistere con facce pen- 
tagonali. 

199. L’angolo di un esagono regolare vale quattro terzi di ua 
angolo retto, tre dei quali fanno quattro retti; e perciò non possono 
formare un angolo solido. Dunque non può esisierc nessun poliedro 
regolare con facce esagonali. Similmente non può esistere alcun po- 
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lic'dro con facce ettagonali, ottagonali, ccc., perchè ciascun ango- 
lo dell’ettagono regolare, dell’ottagono regolare, e di tutti gli al- 
tri poligoni regolari di maggior numero di lati è maggior di quel- 
lo dell’esagono regolare. 

200. Dalle cose precedenti si deduce che possono esistere sol- 
tanto cinque poliedri regolari, e sono. 

1. Il tetraedro regolare, o piramide triangolare regolare , formata 
da quattro triangoli equilateri uguali. 

2. L’esaedro regolare , o cubo , formato da sei quadrati uguali. 

3. L'ottaedro regolare , formato da otto triangoli equilateri 
uguali. 

■4. Il dodecaedro regolare , formato da dodici pentagoni regolari 
uguali. 

5. L'icosaedro regolare , formato da venti triangoli equilateri 
uguali. 

20t. 1 geometri si sono occupati a dare le costruzioni di questi 
poliedri', ma siccome non si parla di essi negli elementi, così ri- 
mettiamo chi volesse conoscerle al Lib. XIII degli elementi di Eu- 
clide, alla Geometria Solida del Caravelli, ad una Appendice di 
quella del Legendre, ccc. Qui ci limiteremo ad osservare che gli 
antichi geometri davano specialmente il nome di tetraedro , esae- 
dro, ottaedro , dodecaedro , icosaedro ai cinque poliedri regolari, 
perchè non si sono occupati dei poliedri in generale, ma delle pi- 
ramidi, dei prismi, e de’ poliedri regolari. 

CAPITOLO VII. 

DELLA MISURA DELLE SUPERFICIE DB’ POLIEDRI. 

202. La superficie di un poliedro qualunque essendo composta 
di poligoni, che si sanno misurare, si avrà la misura della super- 
ficie totale di esso poliedro con fare la somma delle aje di tutte le 
sue facce. Quindi ci limiteremo a dare in questo luogo la misura 
della superficie laterale o convessa di un prisma , e quella della 
piramide regolare j non solo perchè siffatte misure possono am- 
mettere una enunciazione particolare, ma arche perchè si dovrà 
farne uso in appresso. 

PROPOSIZIONE XCI —TEOREMA. 

203. ta superficie laterale o convessa di un prisma qualunque ha 
per misura tl prodotto di uno de' suoi spigoli laterali per lo perime- 
tro di una sesione perpendicolare a questo spigolo (fig. 29). 

Dim. Infatti essendo tutti gli spigoli del prisma abek eguali e 
paralleli fra loro, si potranno considerare come basi de’ parallelo- 
grammi, che compongono la superficie laterale del prisma medesi- 
mo. Quindi se si taglia il prisma con un piano perpendicolare agli 
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spigoli, il perimetro della sezione sarà la somma delle altezze dei 
parallelogrammi accennati. Ma ogni parallelogrammo ha per mi- 
sura il prodotto della base per rattezza, dunque il perimetro della 
sezione Imnq moltiplicato per uno degli spigoli laterali del prisma 
sarà la misura della superficie laterale di questo prisma, 

20t. Corollario I. Quando il prisma è retto, tutt’i suoi spigoli 
laterali sono perpendicolari alla base’, per conseguenza 

La superficie laterale o concessa di un prisma retto ha per misu- 
ra il prodotto del perimetro della base per l’altezza. 

2Q5. Corollario li. La superficie laterale di un prisma qualun- 
que è equivalente a quella di un rettangolo, che avesse per base 
una linea retta eguale al perimetro della sezione Imnq, e per al- 
tezza uno degli spigoli laterali. 

206. Scolio. È manifesto che se si volesse avere la misura della 
superficie totale di un prisma, basterebbe aggiungere le superfi- 
cie delle due basi alla superficie laterale. 

PROPOSIZIONE XC1.— TEOREMA. 

207 . La superficie laterale o convessa della piramide regolare ha 
per misura il prodotto del perimetro della sua base per la metà del - 
Capotema (fig. 49). 

Vim. Sia SO l'altezza della piramide regolare SARÒ. Essendo il 
punto 0 il centro del poligono regolare ABCDE (n. 90), le oblique 
SA, SB, SC, ecc. saranno egualmente distanti dalla perpendicola- 
re SO; e però saranno isosceli ed eguali i triangoli ASB, BSC, 
CSD, ecc., che compongono la superficie convessa della piramide 
regolare. Ma ciascuno di questi triangoli, come ASB, ha per mi- 
sura il prodotto della sua base AB per la metà della sua altezza 
SH, che è l’apotema della piramide, dunque la superficie convessa 
di questa avrà per misura il prodotto del perimetro ABCDE della 
base per la metà dell’upotema SH. 

208. Scolio I. Si può ora vedere facilmente che se si taglia la 
piramide regolare SABD con un piano abee parallelo alla base, la 
superficie convessa del tronco di piramide regolare, che si compo- 
ne de’ trapezj Ab, Bc, Cd. ecc. avrà per misura la porzione Hh 
dell’ apotema SH moltiplicata per la semi-somma de’ perimetri 
delle due basi del tronco piramidale. 

209. Scolio li. La piramide di cui è parola, è stata impropria- 
mente chiamata piramide regolare. 

Infatti, dal capitolo precedente si deduce che la piramide rego- 
lare propriamente delta è il tetraedro regolare. Or la piramide ac- 
cennata può esser un tetraedro regolare, ma può essere ancora un 
solido assai diverso da questo, sia che abbia per base un triangolo 
equilatero, sia che abbia per base qualsivoglia altro poligono rego- 
lare. La piramide regolare non è che una specie di piramide retta -, 
denominazione da noi introdotta per conservare l’analogia fra la teo- 
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rica delle piramidi e quella de’ prismi. La necessità di una siffatte 
denominazione apparisce qui manifesta, perchè con essa sola si 
potrebbe togliere dalla scienza l’equivoco che nasce dal chiamare 
piramide regolare un poliedro che non è regolare, se non in un 
solo caso particolarissimo , mentre se si considerasse come una 
specie di piramide retta, svanirebbe ogni equivoco. 
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DEI TRE CORPI ROTONDI, B DEI TRIANGOLI SFERICI 


CAPITOLO PRIMO 

NOZIONI E DEFINIZIONI PRELIMINARI, 

210. 1 solidi , de’ quali fin qui si è parlato, sono terminati da 
superficie piane ; ma oltre questi solidi la geometria elementare 
ne considera tre altri, cioè il cilindro rettoi il con *> retto > e I® 
sfera , ai quali si dà il nome di corpi rotondi , perché i due primi 
sono terminati da superficie curve e da superficie piane, e ì’ulti- 
ma da una sola superficie curva. 

211. Il cilindro retto (fig. 45) è il solido prodotto dalla rotazio- 
ne di un rettangolo ABCD intorno ad un suo lalo immobile AB. 
Questo lato chiamasi asse del cilindro-, i cerchi DUE, CGF descrit- 
ti dai lati AD , BC ne sono le basi e la linea CD, che genera la 
superficie curia del cilindro, dicesi lato. Finalmente Valtezxa 
del cilindro è la distanza dei piani paralleli delle due basi: essa è 
uguale all'asse o al lato del cilindro medesimo. 

212. Da questa genesi del cilindro ne consegue che ogni sezione 
fatta da un piano che passa per l’asse, è un rettangolo come CDEF 
doppio del rettangolo generatore ABCD ; e che ogni sezioue PRQ 
fatta da un piano perpendicolare all’asse AB, è un cerchio uguale 
a ciascuna base. Infatti, nel rivolgimento del rettangolo ABCD in- 
torno ad AB, la retta OQ perpendicolare ad AB descrive un cer- 
chio uguale alla base. 

213. Due cilindri retti si dicono simili allorché sono prodotti 
dalle rotazioni di due rettangoli simili ABCD, abcd intorno a’ lati 
omologhi AB, ab -, cioè quando i loro assi sono proporzionali ai 
raggi delle loro basi. 

214. Il cono retto (fig. 46) è il solido, che vien generato dal ri- 
volgimento di un triangolo rettangolo SAO intorno ad un cateto 
immobile SO. L’altro cateto AO genera il cerchio ANB, che dicesi 
base del cono. Il punto S si chiama vertice del cono: il cateto SO 
che unisce il vertice col centro della base è l’asse del cono; e final- 
mente si dà il nome di lalo , o apotema alla linea SA che descrive 
la superficie curva del cono medesimo. 
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21*4. Apparisce da siffatta genesi del conoclie ogni sezione fat- 
ta da un piano, il quale passa per l’asse, è un triangolo isoscele 
come ASB doppio del triangolo generatore SOB, e che ogni sezio- 
ne EMD perpendicolare all’asse è un cerchio. 

216. Due coni retti sono detti simili , allorché sono prodotti dal- 
le rotazioni di due triangoli rettangoli simili ASO, aso intorno a’ 
cateti omologhi, cioè quando i loro assi sono proporzionali ai rag- 
gi delle loro basi. 

217. Il cono troncato , u tronco di cono ( fig. 47 ) è la porzione 
di cono compresa fra la tose ed un piano ad essa parallelo. Quindi 
il tronco di cono può considerarsi come prodotto dalla rotazione di 
un trapezio AODH, di cui gli angoli O, e D sono retti, intorno al 
lato immobile OD. Questo lato dicesi asse o altezza del tronco ; e 
si chiamano poi basi i cerchi descritti dalle rette OA. DH; e final- 
mente alla linea AH si dà il nome di lato del tronco di cono. 

218. I tronchi di due coni retti si dicono simili quando sono 
prodotti da trapezj simili; cioè quando i loroassi sono proporzio- 
nali ai raggi delle tosi corrispondenti. 

219. La sfera ( fig. 48 ) è il solido generato dal rivolgimento di 
un semicerchio A DB intorno ad un suo diametro AB. Quindi la su- 
perficie sferica che vien prodotta dalla rotazione della semicirconfe- 
renza A DB, ha tutti isuoi punti equidistanti dal centro 0 del semi- 
cerchio generatore, che dicesi centro della sfera. La distanza del 
centro della sfera a un.puntoqualunque della sua superficie si chia- 
ma raggio della sfera. È manifesto che tutti i raggi di una sfera sono 
uguali fra loro, e che tutti i diametri sono uguali e doppj dei raggi. 

220. Dalla genesi della sfera risulta ancora che ogni sezione fat- 
ta da un piano, il quale passa pel centro, è un cerchio, di cui il 
raggio è il raggio della sfera. Infatti tutti i punti come A, I,, B 
comuni al piano accennato ed alla superficie sferica si trovano ad 
una uguale distanza dal punto 0; per conseguenza la sezione me- 
desima ALB è un cerchio che ha per diametro il diametro della 
sfera. In generale ogni sezione MKN fatta con un piano qualunque 
è un cerchio; poiché se dal centro O si abbassi sul piano MKN la 
perpendicolare OE, le oblique OM, OK, ON, ecc., essendo uguali 
come raggi della sfera saranno equidistanti dal piedoE della per- 
pendicolare, e però le rette EM, EK, EN, ecc. saranno uguali fra 
loro, e la sezione MKN sarà un cerchio. 

221. Ogni circolo della sfera che passa pel centro di essa dicesi 
circolo massimo; chiamasi circolo minore quello che non passa pel 
centro della sfera. È evidente che i circoli mussimi sono uguali fra 
loro poiché hanno il medesimo ceutro ed il medesimo raggio della 
sfera. 

222. Due circoli massimi si tagliano sempre in due parli ugua- 
li, perchè la loro comune intersezione, passando pel centro è un 
diametro. Quindi le loro circonferenze s’iutersegano alla distanza 
di 180 gradi. 

225. Ogni circolo massimo divide la sfera e la sua superficie in 
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due parti uguali*, dappoiché un circolo massimo rivolgendosi intor- 
no al proprio diametro deve produrre la sfera medesima. La metà 
di una sfera dicesi emisfero. 

221. Il centro di un circolo minore, e quello della sfera sono in 
una medesima retta perpendicolare al piano del circolo minore. 

225. 1 circoli minori sono tanto più piccoli quanto più si allon- 
tanano dal centro della sfera; perchè più grande è quella distan- 
za, e più piccola diviene la corda, come MN, che è il diametro del 
circolo minore MKN. 

226. Per due punti dati sopra la superficie della sfera può sem- 
pre passare un arco di circolo massimo *, poiché i due punti dati 
ed il centro della sfera sono tre punti che determinano la posizio- 
ne di un piano. 

Nondimeno se i due punti accennati fossero all’estremità d’ un 
diametro, allora questi due punti ed il centro sarebbero in linea 
retta, e vi sarebbero infiniti circoli massimi, che potrebbero pas- 
sare per i due punti dati. 

227. Un piano indefinito che ha un solo punto comune colla su- 
perficie di una sfera dicesi piano tangente della sfera medesima. 
Esso può considerarsi come prodotto dal rivolgimento della tan 
gente Alt al cerchio generatore ADB intorno al diametro AB.Quin- 
di un piano perpendicolare alla estremità di un diametro della 
sfera è tangente a questa sfera-, e reciprocamente ogni piano tan- 
gente alla sfera è perpendicolare all’estremità del diametro che 
passa pel punto di contatto. 

228. Si dice zona la parte della superficie della sfera compresa 
fra due piani paralleli. I circoli che rappresentano le sezioni dei 
piani medesimi colla sfera si chiamano basi della zona. Se uno di 
questi piani è tangente alla sfera, allora la zona ha una base, o 
con altro nome dicesi callotta. 

229. Una zona a due basi MDLCNK può considerarsi come ge- 
nerata dal rivolgimento di un arco DM intorno al diametro AB che 
passa per i centri delle due basi. Una zona ad una base AMKN si 
può considerare come prodol la dal rivolgimento di un arco AM in- 
torno al diametro AB che passa per una delle sue estremità. 

230. L'altezza di una zona è la distanza dei due piani paralleli, 
che sono le basi della zona. 

231. Si chiama segmento sferico la porzione della sfera compresa 
fra due piani paralleli. Le sezioni di questi piani colla sfera sono le 
basi del segmento medesimo. Se uno dei piani paralleli fosse tan- 
gente alla sfera, allora il segmento sferico avrebbe una sola base. 

232. l 'altezza d’un segmento sferico è la distanza dei due piani 
paralleli che formano le basi del segmento. 

235. Dicesi settore sferico la porzione della sfera compresa fra 
una callotta, ed una superficie conica, che ha per base il circolo 
base della callotta, e per vertice il centro della sfera. 

Un settore sferico può considerarsi come prodotto dalla rotazio- 
ne di un settore circolare KAO intorno ad uno dei raggi OA, OK. 
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Finalmente si chiama fuso hi parie della superficie della sfera 
racchiusa fra due semicircoli massimi che terminano a un diame- 
tro comune; e si dà il nome di cuneo o unghia sferica alla parlo 
della sfera compresa fra il fuso e le sue due facce. 

CAPITOLO H. 

DELLA MISURA DBLLE SUPERFICIE DE’ TRE CORPI ROTONDI, 

E DEI RAPPORTI CHE NE DERIVANO. 

25t. La teorica de’ tre corpi rotondi riducesi’ nella geometria e- 
lementare quasi tutta alla misura delle loro superficie, de’ loro 
volumi, ed ai rapporti che ne derivano. Quindi è necessario che si 
conosca il principio su cui stabiliremo una silTalta misura, dap- 
poiché i geometri nell’assegnarla hanno seguito diversi metodi , 
secondoeliè hanno giudicalo essere l’uno piti esalto , o più facile 
dell’altro. Or il principio che seguiremo consiste nel considerare 
il cerchio come un poligono regolare di un numero infinito di lati; 
e per conseguenza il cilindro retto come un prisma retto di un nu- 
mero infinito di facce, il cono retto come una piramide regolare 
di un numero infinito di facce, e la sfera come un poliedro di un 
numero infinito di facce. Questa maniera di considerare il cerchio, 
ed i tre corpi rotondi ha il prezioso vantaggio di abbreviare le di 
mostrazioni, che andiamo ad esporre de’così detti Teoremi di Ar- 
chimede intorno al cilindro, al cono, ed alla sfera: e di far e conce- 
pire e ritenere facilmente, perché s’iinmedesimano, per così dire, 
col metodo con cui i teoremi accennati vennero scoperti da quel 
sommo geometra dell’antichità, il quale li dimostrò poi in altra 
guisa per adattarsi alla maniera di pensare de’ geometri del suo 
tempo, i quali non si permettevano mai di adoperare la considera 
zionc dell’infinito nelle loro dimostrazioni. E si noti ancora che 
quando quella maniera di considerare il cerchio, ed i Ire corpi ro- 
tondi venga adoperata come si conviene, e non s’appoggi a ragiona- 
menti vaghi ed arbitrarli, essa può riescire tanto esatta quanto 
qualsivoglia altro metodo, che si volesse mettere in suo luogo. 

PROPOSIZIONE XCII. —TEOREMA. 

255. La superficie curva del cilindro retto ha per misura il pro- 
dotto della circonferenza della base per rattezza (fig. -io). 

Dim. Sia il cilindro retto EIIDF. Nella geometria piana si è di- 
mostrato che il cerchio si può considerare come un poligono rego- 
lare di un numero infinito di lati ; per conseguenza la base F.HR 
del cilindro si potrà considerare come un poligono regolare di un 
numero infinito di Iati. Quindi il cilindro medesimo potrà esser 
considerato come un prisma retto di un numero infinito di facce. 
Ma la superficie convessa del prisma retto ha per misura il prò 
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dolio del perimetro della base per l’allezza ( n. 204); dunque la 
superficie curva del cilindro retto dovrà aver per misura il pro- 
dotto della circonferenza della base per l’altezza; che è quanto si 
doveva dimostrare. 

236. Corollario. Da ciò si deduce che la superficie curva di un 
cilindro retto è uguale a quella di un rettangolo avente per base 
la circonferenza della base del cilindro, e per altezza quella del ci- 
lindro medesimo. Laonde tutto quello che nella geometria piana è 
stato dimostrato intorno ai ra pporti di due rettangoli si può ap- 
plicare alle superficie curve di due cilindri retti. 

237. Scolio. È manifesto che per avere la misura della superfi- 
cie totale del cilindro retto, bisogna aggiungere alla misura della 
superficie curva quella delle due basi del cilindro medesimo. 

PROPOSIZIONE xeni. —TEOREMA. 

258. Le superficie curve di due cilindri simili stanno fra loro co* 
ine i quadrali delle altezze , o come i quadrati dei raggi delle basi 
corrispondenti (fig. 45). 

Dim. Infatti, essendo nei cilindri simili (n. 2t3) gli assi o le al- 
tezze AB, ab proporzionali ai raggi delle basi AE ae; ed essendo 
i raggi proporzionali alle circonferenze DEH, deh, ne risulta che 
queste saranno proporzionali alle altezze; e per conseguenza sa- 
ranno simili i rettangoli che rappresentano le superficie curve dei 
due cilindri simili. Ma i rettangoli simili stanno come i quadrati 
dei lati omologhi, dunque le superficie curve de’due cilindri stan- 
no come i quadrati delle altezze, ovvero come i quadrati de'raggi 
delle basi. 

239. Scolio. Essendo i cerchi come i quadrati de’ raggi , è evi- 
dente che le superficie totali di due cilindri simili stanno come i 
quadrali delle altezze, o de’ raggi delle basi de'eilindri medesimi. 

PROPOSIZIONE XCIV. — TEOREMA. 

240. La superficie curva del cono retto ha per misura il prodotta 
della circonferenza della base per la metà del lato (fig. 4G). 

% 

Dim. Sia il cono retto SAPhB. Si è dimostrato nella geometria 
piana che il cerchio ANB si può considerare come un poligono re- 
golare di un numero infinito di lati; per conseguenza il eouo mede- 
simo potrà considerarsi come una piramide regolare di un numero 
infinito di facce. Ma la superficie convessa della piramide regolare 
ha per misura il prodotto del perimetro della base per la metà 
dell’apotema (n. 207), dunque la superficie curva del cono retta 
dovrà avere per misura la circonferenza della base per la metà 
del lato, il che si era proposto di dimostrare. 

241. Corollario I. Da ciò si deduce che la superficie curva di ua 
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cono rollo è equivalente all’aja di un triangolo rettangolo, di cui 
un calcio rappresenta la circonferenza della base del cono, e l’al- 
tro il lato del cono medesimo. Quindi si potrà applicare alle super- 
ficie curve de’ coni retti quanto si è dimostrato nella geometria 
piana intorno ai rapporti delle a|e de’ triangoli. 

242. CorollarioN. Pel punto di mezzo E del lato SA si conduca 
un piano parallelo alla base del cono. 

Le circonferenze ANB, EMD stanno come i raggi AO, EK : nìh 
AO è doppio di EK, perchè SA è doppio di SE, dunque la circon- 
ferenza della base del cono è doppia di quella della sezione: e però 

La superficie cuna del cono rello ha ancora per misura il pro- 
dotto del suo lato per la circonferenza della sezione equidistante dal 
vertice e dalla base. 

243. Seolio. E manifesto che la superficie totale del cono retto 
si ottiene aggiungendo alla superficie curva quella della base del 
cono medesimo. 

PROPOSIZIONE XCV. — TEOREMA. 

244. Le superficie curve di due coni retti simili stanno come i qua- 
drati delle altezze , o come i quadrali de rwjqi delle basi corrispon- 
denti ( fig. 46 ). 

Dim. Perocché, essendo le altezze SO, so proporzionali ai raggi 
AO, ao, (n. 246), saranno simili i triangoli rettangoli SAO, sao -, 
e perciò i lati SA, sa saranno proporzionali ai raggi AO, ao, ov- 
vero alle circonferenze ANB, anb. Quindi risulteranno simili i 
triangoli rettangoli che rappresentano le superficie curve dei due 
coni. Ma i triangoli simili stanno come i quadrati dei lati omolo- 
ghi, dunque le superficie accennate stanno come i quadrati dei 
lati SA, sa, e per conseguenza come i quadrati delle altezze SO, 
so, ovvero dei raggi AO, ao. 

PROPOSIZIONE XCV1 .—TEOREMA. 

245. La superficie curva del tronco di cono retto ha per misura il 
prodotto del lato per la semi-somma delle circonferenze delle basi 
( fi g. 47 ). 

Dim. Sia ANO un tronco di cono retto. Considerando le basi come 
poligoni regolari di un numero infinito di lati, il tronco proposto 
si potrà considerare come un tronco di piramide regolare a basi 
parallele di un numero infinito di facce. Ma la superficie convessa 
di questo tronco ha per misura il prodotto della semi-somma dei 
perimetri delle basi per la porzione dell’apotcma. che è compresa 
fra queste medesime basi (n. 208)*, dunque la superficie curva del 
tronco d i cono retto dovrà avere per misura il prodotto del suo lato 
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HA per la semisomma delle circonferenze delle basi ANB, HMG, 
come crasi proposto di dimostrare. 

246. Scolio. Nel trapezio AIICB la linea EF, che unisce i punti 
di mezzo dei lati non paralleli, è uguale alla semi-somma delle basi 
Ali, I1G del trapezio medesimo, come è stato dimostrato nella geo- 
metria piana. Ma le circonferenze de’ cerchi stanno come i diame- 
tri. dunque la circonferenza ERF è uguale alla semi-somma delle 
circonferenze ANB, HMG, e per conseguenza 

La superficie curva del tronco di cono retto ha ancora per misura 
il prodotto del suo lato per la cir conferemo del cerchio equidistante 
dalle due basi. 

247. Definizione. Si dice porzione di poligono regolare la figura 
terminata da una serie di corde uguali, che sono iscritte in un ar- 
co di cerchio, da una estremità all’altra del medesimo arco. 

248. Scolio. La figura accennata ha ricevuto un tal nome, per- 
chè ha le proprietà principali de’poligoni regolari. Infatti, essa ha 
i Iati uguali, e gli angoli eguali come iscritti in eguali segmenti di 
cerchio-, e di più può esser iscritta e circoscritta al cerchio, come 
apparisce da ciò che si è dimostrato nella geometria piana intorno 
ai poligoni iscritti e circoscritti al cerchio. 

Purtuttavolta una porzione di poligono regolare non fa parte di 
un poligono regolare propriamente detto, se non quando l’arco sot- 
teso da uno dei suoi lati è una parte aliquota della circonferenza. 

È poi manifesto che per iscrivere in un arco dato una porzione 
di poligono regolare, basta dividere siffatto arco in 2, 4, 8, 46, ec. 
parti uguali, ed unire con delle corde i punti di divisione. 

PROPOSIZIONE XCVII.— TEOREMA 

249. Siano AB, BC, CD, ecc. più lati successivi di un poligono 
regolare , 0 il suo centro , ed 01 il raggio del cerchio iscritto. Se s* 
supponga che la porzione di poligono ABCD situata da una medesima 
parte dettasse FG giri intorno a questo , la superficie del solido pro- 
dotto dalla rotazione del poligono avrà per misura la porzione det- 
rasse MQ moltiplicata per la circonferenza del cerchio iscritto 
(fig. 50). 

Dim. Dai punti A, B, C, D, si abbassino sull’asse le perpendico» 
lari AM, BN, CP, DQ-, e dal centro 0 si conducano sopra i lati AB, 
BC le perpendicolari 01, OL, che saranno raggi del cerchio iscrit- 
to: finalmente si tirino le rette AR, ed IH la prima parallela, e la 
seconda perpendicolare a MQ. 

Ciò premesso, il trapezio ABNM girando intorno all’asse produ- 
ce un tronco di cono retto, la cui superficie curva ha per misura 
il prodotto del lato AB per la circonferenza che ha per raggio IH 
(n. 246). Or essendo simili i triangoli ABR, IOH, perchè hanno i 
lati rispettivamente perpendicolari, si ha la proporzione 
AB : IO : : AR : IH. 
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Ma’ IO è il raggio del cerchio iscritto, ed IH è il raggio del cerchio 
equidistante dalle due basi del tronco di cono retto-, odi più le cir- 
conferenze stanno come i raggi, dunque sarà AB a circonferenza 
IO come AB a circonferenza III. e per conseguenza il prodotto del 
lato AB per la circonferenza III , sarà ugnale al prodotto di AR, 
ovvero di MN, per circonferenza IO. Sicché la superficie curva del 
tronco di cono descritta dal lato AB avrà per misura la circonfe- 
renza del cerchio iscritto per la porzione MN dell’asse. 

Similmente si dimostra che la superficie curva del tronco di co- 
no, odel cilindro generato dalla rotazione della figura BCPN in- 
torno all’asse ha per misura il prodotto di NP perla circonferenza 
GL, ovvero 01; e lo stesso si potrà dire della superficie curva del 
tronco di cono, che vjen prodotta dalla rotazione del trapezio 
CLÌQP. Quindi la somma di queste superficie avrà per misura il 
prodotto della porzione MQ dell’asse per la circonferenza del cer- 
chio iscritto; il che erasi proposto di dimostrare. 

250. Corollario. Se il poligono intero è di un numero pari di la- 
ti, l’asse FG passerà per due vertici opposti F, G di esso poligono, 
e la superficie descritta dal poligono FACG avrà per misura iì pro- 
dotto dell’asse FG per la circonferenza del cerchio iscritto. Infatti, 
si potrà dimostrare come sopra che la superficie curva del cono 
descritto dal triangolo FAM nel suo rivolgimento intorno all’asse, 
avrà per misura il prodotto di FAI per la circonferenza KO del cer- 
chio iscritto, e lo stesso si potrà dire della superficie curva del co- 
no descritto dal triangolo DQG. 

PROPOSIZIONE XCVIII. — TEOREMA . 

251. La superficie della sfera ha per misura il prodotto della 
circonferenza di un circolo massimo pel diametro (fig. 50). 

Dim. Sia FBDG il semi-perimetro di un poligono regolare di un 
numero pari di lati, ed OR il raggio del cerchio iscritto in questo 
poligono. Nella proposizione precedente si è dimostrato che rotan- 
do la figura FBDG intorno all’asse FG, la superficie del solido, che 
ne risulta, ha per misura il prodotto dell’asse per la circonferenza 
del cerchio iscritto. Ma nella geometria piana si è dimostrato che 
quando la figura FBDG è di un numero infinito di lati, essa si con- 
fonde col cerchio iscritto, dunque in tal caso il solido accennatosi 
confonderà con la sfera, e l’asse FG col diametro ES della sfera 
medesima; e per conseguenza la superficie della sfera dovrà ave- 
re per misura il prodotto del diametro ES per la circonferenza di 
un circolo massimo; il che erasi proposto di dimostrare. 

252. Corollario I. Un circolo massimo della sfera avendo per 
misura il prodotto della sua circonfef-enza per la metà del raggio, 
ed essendo il diametro quadruplo della metà del raggio, ne con- 
segue, che 

La superficie della sfera è quadrupla di un suo circolo imissimo. 

10 
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253. Corollario II. Dal corollario precedente si deduce che le 
superfìcie di due sfere qualunque stanno come i circoli massimi. E 
poiché i circoli stanno come i quadrali de’ raggi, o de’ diamelri, 
si conchiude che 

Le superficie delle sfere stanno fra loro come i quadrali de' rag- 
gi , o de’ diamelri. 

PROPOSIZIONE XC1X. —TEOREMA. 

254. La zona sferica ha per misura il prodotto della circonferen- 
za di un circolo massimo per l'altezza di essa zor w(tìg. 51). 

Dim. Si consideri in primo luogo la zona ad una base, die vien 
prodotta dal rivolgimento dell’arco AG intorno al diametro AD. 

Nell’arco AC s’iscriva una porzione di poligono regolare AMNPC. 
La superficie del solido generato dalla rotazione della figuraAMNPC 
intorno al diametro AD ha per misura il prodotto di AF, altezza 
della zona, per la circonferenza del cerchio iscritto nella porzione 
di poligono regolare, il cui raggioè 01, ossia la perpendicolare ab- 
bassata dal centro O sulla corda AM (n. 219). Ma quando la figura 
AMNPC ha un numero infinito di lati, il suo perimetro si confonde 
coll'arco AC, la superfìcie del solido da esga descritto si confonde col- 
la zona, ed il circolo iscritto col circolo massimo della sfera-, dunque 
la zona descritta dall’arco AC deve avere per misura il prodotlo 
della sua altezza AF per la circonferenza del circolo massimo ACD. 

Passiamo in secondo luogo a considerare una zona qualunque a 
due basi, che vien descritta dal rivolgimento dell’arco BC(fig.52) 
intorno al diametro AD, su cui si abbassino le perpendicolari BE, 
CF dalle due estremità dell’arco medesimo. 

La zona descrilta dall’arco BC è la differenza delle due zone de- 
scritte dagli archi AC. AB. La prima di queste zone ha per misu- 
ra il prodolto dell'altezza AF per la circonferenza del circolo mas- 
simo ACD ; la seconda ha per misura il prodotto dell’ altezza A E 
per la slessa circonferenza; per conseguenza la zona descritta dal- 
l’arco BC dovrà avere per misura la sua altezza EF per la cir- 
conferenza del circolo ACD. Epperò ogni zona sferica ha per mi- 
sura il prodotto della sua altezza per la circonferenza di un circo- 
lo massimo; il che si doveva dimostraré. 

255. Corollario. Apparisce da questo teorema che 

Due zone prese in una medesima sfera, o in sfere usuali, stanno 
fra loro come le loro altezze, ed una zona qualunque sta alla super- 
ficie della sfera come laltezza di quella zona sta al diametro. 

PROPOSIZIONE C.— TEOREMA. 

« 

256. La zona sferica ad una base i equivalente al circolo, che ha 
per raggio la corda dell arco generatore della zona medesima 
( fig. 52 ). 
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Dim. Sia AB la corda dell 'arco generatore della zona. La per- 
pendicolare Bli abbassala dal punto B sul diametro AD sara il 
raggio del cerchio, che è la base della zona, ed AE sarà l'altezza 
della zona medesima. 

Or essendo la corda AB media proporzionale Tra il diametro AD, 
ed il segmento adiacente AE, dalla proprietà della proporzione 
continua si deduce che il diametro AD sta ad AE come il quadrato 
di AD al quadrato di AB. Quindi (n. 25 5) la superficie della sfera 
sta alla zona sferica ad una base come il quadrato di AD al qua- 
drato di AB, ovvero come un circolo massi mo al circolo che ha per 
diametro AB.Ma la superficie s erica è quadrupla di un suo circolo 
massimo, dunque ancora la zona sferica ad uua base dovrà essere 
quadrupla del circolo che ha per diametro la corda AB dell’arco 
generatore; e però equivalente al circolo che ha per raggio la cor- 
da medesima. 


capitolo hi. 

DELLA MISURA DELLE SOLIDITÀ’, 0 VOLUMI DEI TRE CORPI ROTONDI, 

E DEI RAPPORTI CHE NE DERIVANO. 

257. Stabilita la misura delle superficie dei tre corpi rotondi 
si conosce subito la via da tenersi per arrivare alla misura dei 
loro volumi: nondimeno la misura del volume della sfera offre 
qualche difficoltà, allorché si vuole determinarla partendo dal prin- 
cipio fondamentale , cioè quello di considerare la sfera come un 
poliedro di un numero infinito di facce, senza deviare in certe for- 
ine di ragionamento vaglie ed inesatte, cui si dà impropriamente 
il nome di metodo degriufinitameute piccoli. 

PBOPOSIZlONE U.— TEOREMA. 

256. Il cilindro retto ha per misura il prodotto della sua base per 
la sua altezza. 

Dim. Infatti, considerando il cilindro retto come un prisma ret- 
to di un numero infinito di facce, la proposizione enunciata divie- 
ne evidente ; dappoiché il prisma ha per misura il prodotto 
della sua base per la sua altezza. 

259. Corollario 1. Ciò che altrove si è detto intorno ai rapporti 
di due prismi si applica ancora ai rapporti di due cilindri. 

260. Corollario 11. / cilindri simtli stanno come i cubi degli assi 
o dei diametri delle basi. 

Infatti, la ragione di due cilindri in generale è composta della 
ragione delle basi, e di quella delle altezze, ovvero della ragione 
dei quadrati de’ diametri delle basi e della ragione delle altezze; 
ina quando i cilindri sono simili la ragione delle altezze è ugual» 
a quella dei diametri, dunque i cilindri simili sono iu ragion tri- 
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plicala delle loro altezze o dei diamelri delle loro basi, ossia sono 
come i cubi delle altezze, o de’ diametri medesimi, o anche dei 
raggi delle basi. 

PROPOSIZIONE GII TEOREMA. 

20 1. Il cono retto ha per misura il prodotto della base pel terzo 
delValtezza. 

Dim. Infatti, il cono retto si può considerare come una piramide 
regolare di un numero infinito di facce; ma questa ha per misura 
il prodotto della base pel terzo dell’altezza, dunque il cono retto 
avrà ancora per misura il prodotto della sua base pel terzo della 
sua altezza. 

262. Corollario J. Ciò che altrove si è dimostralo intorno ai 
rapporti delle piramidi fra loro, e delle piramidi paragonate ai 
prismi, si può applicare ai rapporti dei c ni fra loro, e dei coni 
paragonati ai cilindri , fra i quali merita di essere ricordato il 
teorema dimostralo da Eudosso cioè che il cono retto è la terza 
parte del cilindro retto della stessa base e della stessa altezza. 

265. Corollario 11. 1 coni simili stanno come i cubi delle loro al- 
tezze, o come i cubi dei diamelri delle loro basi. La dimostrazione 
è come quella fatta per i cilindri simili. 

PROPOSIZIONE CUI. — TEOREMA. 

264. Il tronco di cono retto a basi parallele è uguale alla somma 
di tre coni , che hanno per altezza comune rattezza del tronco , e per 
basi l'uno la base inferiore , l’altro la base superiore , cd il terzo 
una medat proporzionale fra le due basi. 

/Km.Infatti, il tronco di cono retto a basi parallele 6t può consi- 
derare come un tronco di piramide regolare a basi parallele di un 
rumerò infinito di facce; ma ii tronco di piramide equivale a tre 
piramidi che hanno le condizioni enunciate nella proposizione , 
dunque ii (ronco di cono equivale pure a tre coni che hanno le 
stesse condizioni. 

265. Corollario. Da ciò ne spgite che il tronco di cono retto si 
misura come il tronco di piramide. 

PROPOSIZIONE C1V. — TEOREMA 

266. La sfera ha per misura il prodotto della sua superficie pel 
terso del suo ragyio (fig. 53). 

Dim. Sia A il cenlro della sfera; c per questo punto si faccia pas- 
sare un piano ARK che tagli la sfera; indi nel circolo massimo ri- 
sultante dalla sezione s’iscriva un poligono regolare, di cui un lato 
sia BK; si tirino i raggi BA, KA,e dal punto A s’innalzi sul piano 
ABK la perpendicolare AC che si prolunghi finché incontri la su- 
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perfide sferica in un punto C.Ciò premesso, per i tre punii C, B, A 
si faccia passare un piano, come pure per i Ire puntiC,K,A: ne ri- 
sulteranno gli archi di cerchio massimo CB, CK, ciascuno de'quali 
sarà un quadrante. S’iscrivano in questi due quadranti due por- 
zioni ( n. 247 ) di poligoni regolari perfettamente uguali: si con- 
ducano le rette OS, FR; dai punti 0, S si abbassino sopra AB, ed 
AK le perpendicolari OV, SQ, e si unisca VQ. 

Essendo i quadranti CAB, CAK eguali fra loro, cd identiche le 
costruzioni in essi eseguite, è chiaro che sarà OV=SQ,c VB=QK. 
Ma OV, SQ sono anche parallele perchè ambedue parallele ad AC, 
dunque OVQS è un parallelogrammo. Da un’altra parte, poiché 
VB^- QK, e quindi AV=AQ, anche BK sarà parallela a VQ-, c però 
le rette BK, OS parallele alla terza VQ risulteranno parallele, ed 
il quadrilatero OSKB sarà una figura piana. Lo stesso si dimostre- 
rà facilmente per qualunque altro quadrilatero iscritto FOSR, poi- 
ché in quanto al triangolo CFR, esso è sempre in un piano. Se dun- 
que si congiungano i punti 0, S, F, R, col centro A della sfera si 
sarà iscritto nel solido BACK un poliedro composto di piramidi che 
hanno per basi i quadrilateri OBKS, OFRS..., ed il triangolo CFR, 
e per vertice comune il punto A. Facendo lo stesso per tutte le 
mezze ugne sferiche si troverà iscritto nella sfera un poliedro, 
il quale potrà avere un numero di facce illimitato. Infatti, a misu- 
ra che si raddoppia il numero de’ lati de’ poligoni, dei quali più 
sopra si è parlato, si viene ancora a raddoppiare il numero delle 
facce del poliedro; c poiché un siffatto raddoppiamento non ha al- 
cun limite, cosi diviene manifesto che il numero delle facce del po- 
liedro iscritto nella sfera può farsi tanto grande che si vuoIe.Quin- 
di, allorché i poligoni accennati avranno un numero infinito di lati, 
ossia si confonderanno con i circoli massimi, il poliedro iscritto avrà 
un numero infinito di facce, e si confonderà colla sfera, la quale 
in conseguenza si può considerare come un poliedrodi un numero 
infinito di facce, ciascuna delle quali potrà considerarsi come base 
di una piramide che ha il vertice al centro della sfera. Quindi la 
sfera è la riunione di una infinità di piramidi, delle quali le basi 
compongono la superficie sferica, e l'altezza di ciascuna è uguale 
al raggio. Ma ogni piramide ha per misura il prodotto della sua 
base pel terzo della sua altezza, dunque la sfera.avrà per misura 
il prodotto della sua superficie pel terzo del suo raggio. 

267. Corollario I. Dal teorema precedente si deduce che la sfe- 
ra è equivalente ad un cono, di cui la buse è il quadruplo di un 
cerchio massimo, e l’altezza è uguale al raggio della sfera. 

268. Corollario li. Le sfere stanno fra loro come i cubi dei rag- 
. gi , o dei diametri , 

Infatti le sfere stanno in ragion composta dalla ragione delle loro 
superficie, e dalla ragione dei raggi. Ma la prima ragione è du- 
plicata di quella dei raggi, dunque le sfere stanno in ragion tri- 
plicata degli stessi raggi, ovvero come i cubi dei raggi, o dei dia- 
metri. 
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PROPOSIZIONE CV. — TEOREMA. 

260. lì settore sferico ha per misura il prodotto della zona che 
gli serve di base pel terzo del raggio (fig. 54). 

7/im.Sia il -eltore sferico SDEK generato dalla rotazione del set- 
tore circolare CKE intorno al raggio CE. 

Nel cerchio DDK , buse delia callotta generala dall’ arco CK, 
s'iscriva un poligono regolare , di cui un lato sia RK : si tirino i 
raggi AB, AK, e si ripeta la costruzione fatta nella proposizione 
precedente. Si dimostrerà come nella proposizione accennata che 
il settore sferico, generato dal rivolgimento del settore circolare 
CKE intorno al raggio CE può considerarsi composto di una infini- 
tà di piramidi , delie quali le basi formano la callotta descritta 
dall’arco CK, e rattezza comune è uguale al raggio. Quindi il set- 
tore sferico avrà per misura il prodotto della callotta pel terzo del 
raggio; il che si doveva dimostrare. 

270. Corollario I. Essendosi dimostrato (n 256) che la callotta 
descritta dall’arco AB( fig. 55 ) è equivalente al circolo che ha 
per raggio la corda AB, il settore sferico descritto dal settore cir- 
colare ABO sarà equivalente al cono che ha per altezza il raggio 
AO della sfera, e per base un cerchio di cui il raggio è uguale alla 
corda AB dell’arco generatore della callotta che serve di base al 
settore. 

Se il settore sferico fosse descritto dal settore circolare BCO 
maggiore del quadrante, esso sarebbe equivalente al cono che ha 
per altezza il raggio OliJeila sfera, e per base il cerchio, di cui il 
raggio è uguale alia corda BC dell’ arco generatore delia callotta 
che serve di base al settore. 

271. Corollario H. Essendo il quadrato di AB uguale ai quadra- 
ti di AE, EB. il cerchio clic ha per raggio AB sara uguale ai cer- 
chi che hanno per raggi A E, EB, per conseguenza il cono che ha 
per base il cerchio di raggio AB, e per altezza AO, ovvero il set- 
tore sferico prodotto dal rivolgimento del settore circolare ABO, 
sarà uguale alla somma di due coni, che hanno la medesima altez- 
za AO, c per basi i cerchi dei raggi AE, EB. 

PROPOSIZIONE evi. — TEOREMA. 

272. Il segmento sferico ad una base è equivalente al cono , che 
ha per base il cerchio , di cui il raggio è rattezza ilei segmento , e 
per asse la rimanente parte del diametro accresciuta del raggio 
(fig. 55). 

Km. Si consideri il segmento sferico generato dal rivolgimento 
del mezzo segmento circolare ABE intorno ad AE. Essendo il set- 
tore sferico generato dal settore circolare ABO uguale alla somma 
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di duo coni, die hanno por basi i cerchi dei raggi AE, EB, e |>er 
altezza AO (n. 271), se si tolga di comune il cono prodotto dal ri- 
volgimento del triangolo BEO intorno ad EO, il segmento sferico 
proposto sarà uguale alla somma di due coni, de’quali il primo ha 
per base il cerchio di raggio AE,e per altezza AO,ed il secondo ha 
per base il cerchio di raggio BE, e per altezza A E, poiché il cono 
che ha per base il cerchio di raggio BE, e per altezza AO è ugua- 
le alla somma dei due coni che hanno per base il cerchio accenna- 
to, c per altezze le rette AF.,EO.Or essendo BE media proporziona- 
le fra i due segmenti AE , EC del diametro, il quadrato di AE 
starà al quadrato di BE come AE ad EC. Quindi il cerchio di rag- 
gio AE starà al cerchio di raggio BE come AE ad EC, e facendo in 
questa proporzione il prodotto degli estremi e quello dei medii, ne 
risulterà che il cono il quale ha per base il primo di quelli cerchi, 
e per altezza EC sarà equivalente al conoche ha per base il secon- 
do cerchio, e per altezza AE. Dalle cose fin qui esposte si deduce 
che il segmento sferico proposto è uguale alla somma dei due coni, 
dei quali ciascuno ha per base il cerchio di raggio AE, ma il primo 
ha per altezza AO, ed il secondo EC ; per conseguenza il segmen- 
to medesimo sara equivalente al cono che ha per base il cerchio, 
di cui il raggio è l’altezza AE del segmento, e per asse la rima- 
nente parte EC del diametro accresciuta del raggio AO. 

273. Scolio I. Se il segmento sferico ad una base fosse maggio- 
re dcH’emisfcro, come sarebbe quello prodotto dal rivolgimento del 
mezzo segmento circolare EBC intorno ad EC , avrebbe luogo la 
stessa dimostrazione fatta qui sopra, solamente invece di sottrar- 
re il cono generato dal triangolo BEO, si deve aggiungere al set- 
tore sferico generalo dal settore circolare CBO. 

274. Scolio li. Se il segmento sferico avesse due basi, come 
quello descritto dalla porzione di cerchio BCFE (tig. r>2) si otter- 
rà il suo volume osservando che esso è sempre la differenza di due 
segmenti sferici, dei quali ciascuno ha una sola base, coinè sareb- 
bero i segmenti sferici descritti dai mezzi segmenti circolari ACF, 
ABE. 

275. Scolio IH. Mcrila ancora di essere osservalo che 

Il volume di un segmento sferico ad una base ha per misura il 
prodotto del cerchio , che avrebbe per roggio l'altezza di questo seg- 
mento , pel raggio della sfera diminuito del terzo di quella altezza. 

Questa espressione del volume del segmento sferico equivale a 
quella data nel teorema precedente. Infatti, la porzione EC del 
diametro AC (fig. 55) coll’aggiunta del raggio AO equivale a tre 
volle il raggio AO meno l’altezza AE del segmento - , per conseguen- 
za il cono che ha per base il cerchio di raggio AE, e por asse la 
rimanente porzione EC del diametro con raggiunta del raggiò AO, 
avrà per misura il cerchio di raggio AE moltiplicato pel raggio 
AO diminuitp del terzo di AE. 
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CAPITOLO IV. 

DELLE RAGIONI, CHE HA LA SFERA GOL CILINDRO, E COL CONO 
AD ESSA CIRCOSCRITTI. 

PROPOSIZIONE CVII.— TEOREMA. 

276. Il cilindro retto sta alla sfera cui è circoscritto come 6.- 4, 
tanto rispetto alla superficie totale , quanto alla solidità ( fig. 56 ). 

Lim. Sia DFI’E un quadralo circoscritto al circolo AGBII, i dia- 
metri AB, GH saranno l’uno perpendicolare aH’ultro*, e dal simul- 
taneo rivolgimento del semicircolo AGB, e del semiquadrato ADEB 
intorno ad AB si produrrà una sfera, ed un cilindro retto ad essa 
circoscritto, il quale ha le basi uguali a due circoli massimi della 
sfera medesima; poiché il diametro EP, o DF di ciascuna di que- 
ste basi è uguale al diametro GH delia sfera. Da ciò si deduce che 
la superficie curva del cilindro circoscritto alla sfera è uguale alla 
superficie di questa sfera, essendo l’una e l’altra espressa dal pro- 
dotto della circonferenza di un circolo massimo per l’asse AB. Ma 
las uperficie della sfera equivale a quattro circoli massimi ( n. 
252 ), dunque se alla superficie curva del cilindro si uniscono le 
due basi, la superficie totale del cilindro sarà uguale a sei circoli 
massimi; e però la superficie del cilindro circoscritto starà a quel- 
la della sfera come 6; 4. 

Venendo ora alle solidità si osservi che il cilindro ha per misura 
il prodotto della base, che è un cerchio massimo, pel diametro AB, 
ovvero per 6/3 del raggio GB; e che la sfera ha per misura la sua 
superficie moltiplicata per 1/3 dello stesso raggio, il che equivale 
al prodotto di un cerchio massimo per 4/3 del raggio , essendo la 
superficie sferica uguale a quattro circoli massimi. Laonde il ci- 
lindro starà alla sfera come 6/3 a 4/3 ossia come 6: 4. 

277. Scolio I. Dal teorema precedente apparisce che nei due so- 
lidi, cioè il cilindro retto circoscritto alla sfera e la sfera, i volu- 
mi stanno fra loro come le superficie totali. Archimede apprezzò a 
tal segno questa sua scoperta da volere che in vece del proprio no- 
me si scolpisse sulla sua tomba un cilindro circoscritto alla sfera. 

278. Scolio li. Merita ancora di essere osservato che se il cilin- 
dro e la sfera si segano con piani perpendicolari all’asse AB, i sin- 
goli segmenti della superficie curva del cilindro saranno equiva- 
lenti ai singoli segmenti della superficie sferica. Così per esempio, 
la callotta generata dal rivolgimento del mezzo segmento circola- 
re Bor intorno a Br è equivalente alla superficie curva del cilindro 
generata dal rettangolo EBrm; dappoiché hanno la stessa misura, 
cioè la circonferenza di un circolo massimo per l’altezza Br. 
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PROPOSIZIONE CVIII. — TEOREMA. 

279. Il cono sta alla sfera cui è circoscritto come 9 : 4 , tanto 
rispetto alla superfìcie totale , quanto alla solidità (fi". 57). 

Dim. Sìa SAD un triangolo equilatero circoscritto al cerchio 
EBF.Nel simultaneo rivolgimento del semicircolo EBH,edel trian- 
golo SBA intorno a SB, si avrà un cono retto circoscritto ad una 
sfera. Or se si congiunga il punto A col centro C, la retta AG di- 
viderà in due parli uguali l’angolo formato dalle due tangenti AE, 
AB; ma la retta SII divide ancora per meta l'angolo ESF, dunque 
i due triangoli SAB, ACB sono equiangoli; e perciò simili, e si avrà 
SA : AB ; : AG . CB. 

Laonde essendo SA doppia di AB , sarà ancora AC doppia del 
raggio CB, e per conseguenza il quadrato di AC risulterà quadru- 
plo del quadrato di CB. Ma da un’altra parte il quadrato di AC è 
uguale ai quadrati di AB, CB, poiché è retto l’angolo ABC; dunque 
il quadrato di AB è triplo del quadrato di CB; e perciò il cerchio 
che serve di base al cono sarà triplo di un cerchio massimo. 

Ciò premesso, si osservi che la superficie convessa del cono ha 
per misura la circonferenza della base per AE, che è la metà del 
lato SA del cono, ovvero ha per misura la circonferenza della base 
pel raggio AB della base medesima; per conseguenza la superficie 
curva del cono sarà doppia di quella base, la quale essendo ugua- 
le a tre cerchi massimi, risulterà infine che la superficie curva del 
cono è uguale a sei cerchi massimi, e perciò la superficie totale 
del cono sarà uguale a nove cerchi massimi. Dunque la superficie 
totale del cono starà a quella della sfera come 9: 4. 

Lo stesso rapporto sussiste per i volumi. Infatti, il cono ha per 
misura la sua base pel terzodella sua altezza SB, ovvero ha per 
misura il prodotto di tre cerchi massimi pel raggio CB, che è la 
terza parte di SB, perchè t.S è ug itale a CA, e questa è doppia di 
CB; oppure ha per misura un cerch io massimo per 9/5 del raggio 
CB. Ma la sfera ha per misura la sua superficie pel terzo del raggio 
CB, ovvero quattro cerchi m assimi pel terzo del raggio CB, o in- 
fine un cerchio massimo per 4/3 del raggio CB; dunque il cono sta 
alla sfera come 9/3 a 4/3, ossia come 9 : 4. 

280. Scolio I. Dalle due proposizioni precedenti si deduce che 
il cilindro circoscritto alla sfera è medio proporzionale fra la sfera 
ed il cono ad essa circoscritto, tanto rispetto alla superficie, quan- 
to alla solidità, perchè i tre numeri 9, 6 e 4 formano una propor- 
zione continua (*). 


(*) Ss 11 cono , ed il cilindro fossero iscritti nell» sfera , non avrebbe 
più luogo la proporzione io quanto ai volumi, ma soltanto per ciò dia 
aprila alle superfìcie 
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281. Scolio 11. Si è veduto (n. 2GG) come s’iscrive in una sfera 
un poliedro. Or è manifi sto che si potrebbe concepire un poliedro 
simile, di cui tutte le facce fossero tangenti alla sfera: in tal caso 
il poliedro accennato potrà considerarsi come composto di pirami- 
di aventi per aUezza comune il raggio della sfera, e per basi le 
differenti facce del poliedro. Quindi il volume del poliedro mede- 
simo si avrà con moltiplicare la sua superfìcie pel terzo del raggio 
della sfera iscritta; ma questa ha per misura il prodotto della sua 
superficie pel terzo del raggio, dunque le solidità dei poliedri cir- 
coscritti alla sfera stanno come le superficie di questi medesimi 
solidi, e por conseguenza la proprietà dimostrata (n. 277) pel ci- 
lindro circoscritto alla sfera appartiene ad una infinità di altri so- 
lidi. Infine giova osservare che siffatta propriefà é analoga a quel- 
la che hanno i poligoni circoscritti ad uno stesso cerchio, poiché 
le aje di questi poligoni stanno come i loro perimetri. 

CAPITOLO V. 

DEI POLI DEt CIRCOLI DELLA SPERA. 

282. Definizione I. Il polo di un circolo della sfera è un punto 
della superficie sferica, il quale è ugualmente distante da tutt’ i 
punti della circonferenza del circolo medesimo. 

283. Definizione II. Il diametro della sfera, il quale è perpendi- 
colare al piano di un circolo della sfera , dicesi asse dello stesso 
circolo. 


PROPOSIZIONE CIX. — TEOREMA. 

284. Ogni circolo della sfera ha due poli situati agli estremi del 
suo asse ( fig 48 ). 

Dim. Sia in jprimo luogo un circolo massimo DLC, ed AB il suo 
asse. Si conducano per questo asse i circoli massimi AOB, ALB, 
ecc. e dal centro 0 della sfera si tirino i raggi OD, OL, OC, ecc. 

Essendo AO perpendicolare al piano DLC, le corde degli archi 
AD, AL, AC, ecc. saranno eguali come oblique che si allontanano 
egualmente dalla perpendicolare; e però saranno eguali gli archi 
medesimi. Lo stesso si verifica per gli archi DB, LB, CB, ecc. dun- 
que i punti A, e B sono poli del circolo massimo DLC. 

In secondo luogo sia MKN un circolo minore, ed AB il suo asse. 
Dal centro E di questo circolo si tirino i raggi EM, EK, EN, ecc., 
si dimostrerà come sopra che le corde degli archi AM , AK, AN, 
ecc. sono eguali, per conseguenza questi medesimi archi saranno 
eguali, come pure gli archi MB, KB, NB ecc., e si conchiuderà co- 
me precedentemente che i punti A, e B sono poli del circolo mino- 
re MKN; il che si doveva dimostrare. 

283. Corollario 1. Si deduce da questo teorema che due circoli 
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massimi non possono avere uno slesso polo-, perocché congiungendo 
questo polo col centro comune dei due circoli, la retta congiun- 
gente sarebbe perpendicolare in uno stesso punto a due piani di- 
versi', il che non può sussistere. 

280. Corollario II. Se per i poli di un circolo massimo DLG si 
faccia passare un altro circolo ALB, ciascuno degli archi AL, BL, 
sarà un quadrante , cioè la quarta parte della circonferenza di un 
circolo massimo; ed il suo pianosarà perpendicolare al piano DLC. 

Reciprocamente, se la distanza di un punto di un circolo al polo 
di questo circolo è uguale ad un quadrante, esso circolo sarà mas- 
simo; e se un circolo massimo è perpendicolare ad un altro circolo 
massimo, il primo passerà per i poli del secondo. 

287. Corollario III. Per le proprietà de’ poli si possono descri- 
vere sulla superficie della sfera archi di cerchio come sopra un 
piano. Infatti se si ponga la punta di un compasso in A , e con un 
dato intervallo AM si faccia girare il compasso intorno ad A, l’al- 
tra punta descriverà la circonferenza MKN. Se l’intervallo è ugua- 
le al quadrante AD, si descriverà una circonferenza DLC di cir- 
colo massimo. 

288. Definizione III. Se due archi di circoli massimi s’incontra- 
no sulla superficie della sfera, l’augolo da essi compreso sarà l’an- 
golo formato dai piani, ne’ quali gli archi si ritrovano. 

PROPOSIZIONE CX. —TEOREMA. 

289. L'angolo MAK che fanno tra loro due archi AM, AK di cir- 
coli massimi , è uguale all'angolo RAF formalo dalle tangenti condotte 
a questi archi dal punto A; esso ha ancora per misura l'arco DL de- 
scritto dal punto A come polo fra i lati AM, AK, prolungati, se oc 
corra (fig. 48). 

Dim. Infatti, la tangente AR tirala nel piano dell’arco AM è per- 
pendicolare al raggio AO ; e la tangente AF condotta nel piano 
dell’arco AK è perpendicolare allo stesso raggio; per conseguenza 
l'angolo RAF è uguale all’angolo DOL che misura l’inclinazione 
de’ due piani OAD, OAL , che è quella degli archi AM, AK. Ma 
l’angolo DOL è misurato dall’arco DL, dunque ancora l’arco Dl. 
è la misura dell’angolo formato dagli archi AM, AK, come si dove- 
va dimostrare. 

290. Corollario 1. Gli angoli ALD, BLG opposti al vertice sono 
eguali, perchè l’uno e l’altro è sempre l’angolo formato dagli stes- 
si piani ALB, DLC. 

291. Corollario II. Se un arco AL incontra un allro DC, la som- 
ma degli angoli adiacenti ALD, ALC è sempre uguale a due ango- 
li retti. 
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PB0P0SIZ10NE CXI — PROBLEMA 

292. Trovare il polo di un arco di circolo massimo (fig. 48). 

Sol. Sia DL l’arco dato. Dai punii D, e L come poli, ecoll’inler- 
vallo di un quadrante si descrivano sulla superfìcie sferica due ar- 
chi che si taglieranno in un punto A. Gli archi AD , AL saranno 
quadranti, e però gli angoli AOD, AOL saranno retti', la retta AO 
sarò perpendicolare al piano DLG, ed il punto A sarà il polo del 
circolo massimo DLC, ovvero dell’arco DL; il che si doveva fare. 

’ PROPOSIZIONE CX1I — PROBLEMA. 

29". Descrivere su la superfìcie della sfera un arco di circolo 
massimo, che passi per due punti dati ( fig. 48 ), 

Sol. Siano D, e L i due punti dati. Da ciascuno di questi punti 
come poli, e coll’intervallo di un quadrante si descrivano sopra la 
superficie sferica due archi, che si taglieranno iu un punto A che 
sarà il polo dell’arco di circolo massimo, che passa per i punti D, 
e L. Se dunque col punto A come polo, e coll’intervallo di un qua- 
drante si descriva un arco, questo passerà per i punti D, e L, e 
sarà l’arco richiesto. 

1 • 

PROPOSIZIONE 0X111 .— PROBLEMA. 

294. Da un punto di un arco di circolo massimo condurre un al- 
tro arco di circolo massimo perpendicolare al primo (fig. 48). 

** 

Sol. Sia DS un arco di circolo massimo, e L il punto dato in es- 
so. Si trovi il polo A dell’arco DL, poi per i due puuti A, e L si 
faccia passare un arco di circolo massimo AL , questo sarà l’arco 
richiesto. 


PROPOSIZIONE CX1V.— PROBLEMA. 

295. Per un punto dato su la superfìcie della sfera condurre un 
arco di circolo massimo perpendicolare ad un arco dato ( fig. 48 ). 

Sol. Sia K il punlo dato, e DS l’arco dato. Dal punto K come 
polo, e coll’intervallo di un quadrante si descriva un arco, che ta- 
glierà l’arco DS, prolungato se occorra, in un punto C; poi da que- 
sto punto come polo, e collo stesso intervallo di un quadrante si 
descriva un arcoKL, questo sarà l’arco richiesto. Infatti, essendo 
GL un quadraute, l’arco KL sarà perpendicolare all’arco DS. 
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CAPITOLO VI. 

DEI TRIANGOLI SPERICI. 


29b. Definizione 1. Si chiama triangolo sferico una parte della 
superficie della sfera compresa fra tre ardii di circoli massimi, 
ciascuno de’ quali dev’esser minore di una semi-circonferenza. 

297. Definizione 11. 1 lati di un triangolo sferico sono gli archi 
che formano il suo perimetro. Gli angoli poi sono gli angoli che 
fanno i piani, ne’ quali si trovano i lati accennati. 

298. L)a ciò si deduce che un angolo di un triangolo sferico sarà 
rollo, o acuto, o ottuso, secondo la specie dell’angolo diedro for- 
malo dai due piani ne’ quali si trovano i suoi lati. 

299. Abbem hé si possano concepire descritti sulla superficie del- 
la sfera triangoli formali da tre archi di Ire circoli minori, pur- 
tutlavolta di questi non si fa parola negli elementi di geometria, 
perchè essendo disuguali i circoli minori, i loro lati non hanno una 
costante cimatura, come avviene negli archi de’ circoli massimi. 

500. Se si prolunghi un lato AC (lig. 58) del triangolo sferico 
ABC, e si descriva la circonferenza ACE, di cui l’arco AC è parte, 
nascerà un secondo triangolo, che sarà formato dai tre archi AB, 
ltC, ed AEL)C. In questo secondo triangolo il lato AEDC è mag- 
giore di una mezza circonferenza; ma è manifesto che basta cono- 
scere gli elementi cioè i lati e gli angoli del primo triangolo ABC 
per avere quelli del secondo. 

Ed ecco perchè si considerano soltanto quei triangoli sferici , 
ne’ quali ciascun lato è minore di mezza circonferenza. 

501. Definizione III. Un triangolo sferico si dice scaleno , iso- 
scele , equilatero , negli stessi casi che un triangolo rettilineo. 

309. Definizione IV. Una parte della superficie della sfera 
terminata da più archi di circoli massimi, dicesi poligono sferi- 
co (fig. 59). 

303. Definizione V. Si chiama piramide sferica la parte della sfe- 
ra compresa fra i piani di un angolo solido, il cui vertice trovasi 
al centro della sfera medesima. Il poligono sferico, che è compre- 
so fra i piani accennali, dicesi base della piramide sferica. 

304. Da questa definizione si deduce che se si aggiungano i tre 
vertici A. B, C (fig. fiO)di un triangolo sferico per mezzo de’ rag- 
gi AS, BS, GS, si formerà una piramide triangolare sferica SABC. 
Gli angoli diedri SA, SB, SG, saranno precisamente gli angoli del 
tèli ngolo sferico ABC, e gli angoli piani ASB, BSC, ASG avranno 
per misura i lati di questo triangolo, poiché questi lati si possono 
considerare come descritti col centro comune S, e collo stesso rag- 
gio ne’ tre piani che formano l’angolo solido S. Quindi tutte le 
quistioni relative ai triangoli sferici si riducono a quistioni relative 
agli angoli triedri con un semplice cangiamento di nomi, cioè 
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con dire lati in vece di angoli piani , ed angoli in vece di angoli 
diedri. 

305. Il circolo che passa per i Ire vertici A, B, C, (fig. 60), ov 
vero che è circoscritto al triangolo sferico ABC, è sempre un cir- 
colo minore della sfera-, perchè se fosse un circolo massimo, i tre 
lati AB, BC, AC , sarebbero situati in un medesimo piano , ed il 
triangolo ABC si ridurrebbe ad uno de’ suoi tre lati. 

Ut triangoli sferici simmetrici. 

30G. Definizione VI. Due triangoli sferici si dicono simmetrici , 
quando essendo descritti sopra una stessa sfera, o sopra sfere u- 
guali, gli angoli triedri corrispondenti sono simmetrici. 

307. Da questa definizione si deduce che ne’ triangoli sferici 
simmetrici i lati, e gli angoli sono rispettivamente eguali, ma non 
sono disposti collo stesso ordine? e però non si può mai dimostrare 
la loro eguaglianza per mezzo della sovrapposizione? eccetto il ca- 
so de’ triangoli sferici isosceli? perocché come è manifesto, que- 
sti non possono essere simmetrici. Quiudi 

Lue triangoli sferici isosceli sono eguali quando hanno * tre lati 
rispettivamente eguali. 

Infatti, in tal caso sono eguali gli angoli triedri corrispondenti. 

308. Un triangolo sferico non può avere che un solo simmetrico, 
perchè un angolo tiiedro non può avere che un solo simmetrico. 

PROPOSIZIONE CXV — PROBLEMA 

309. Descrivere un triangolo sferico sitmnetrico ad un triangolo 
dato (fig. 23). 

Sol. Sia ABC il triangolo sferico dato. Si uniscano i vertici A, 
B, C, col centro S della sfera , e si prolunghino i raggi AS, BS, 
C$ finché incontrano la superficie della sfera nei punti A', U', C'? 
poi si conducano gli archi di circoli massimi A't/, A'B', B'C', il 
triangolo A'B'C' sarà il triangolo richiesto? poiché si è dimostrato 
altrove ( n. 74) che gli angoli triedri SAlìC, S.VB'C' sono sim- 
metrici. 

310. Scolio I. Questo problema si potrebbe ancora risolvere per 
mezzo delle proprietà de' poli, ma la soluzione precedente è assai 
più semplice. 

3H. Scolio II. Per lungo spazio di tempo si è considerata l’e- 
guaglianza dei triangoli sferici simmetrici come analoga a quella 
de’ triangoli rettilinei. Senza dubbio i geometri vedevano che la su- 
perficie sferica non si può rovesciare come il piano? e che per con- 
seguenza era impossibile dimostrare l’eguaglianza delle ajede’trian- 
goli sferici simmetrici colla sovrapposizione: ma deducevano una 
siffatta eguaglianza dalla eguaglianza degli elementi de’ triangoli 
accennati, analogamente a ciò che abbiamo detto (n. 73 ) intorno 
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alla eguaglianza degli angoli triedri simmetrici, non essendovi al- 
cuna ragione perchè debbano differire l’ uno daU’ullro. Purtutta- 
volta potendosi oggi dimostrare a rigore l’eguaglianza delle aje dei 
triangoli sferici simmetrici, daremo qui appresso la dimostrazio- 
ne di questo teorema, che ricaveremo dalle proprietà dei poli. 

PROPOSIZIONE CXVI. — TEOREMA. 

312. / triangoli sferici simmetrici sono equivalenti (fig. 61). 

Dim. Siano ABC, DEF due triangoli sferici simmetrici, nei quali 
sia il lato AB=DE, AC=DF, e BC=EF: dico che l’aja del triango- 
lo ABC è uguale a quella del triangolo DEF. Infatti, i lati dei due 
triangoli essendo eguali ciascuno a ciascuno, le corde da essi sot- 
tese saranno pure eguali, e formeranno triangoli rettilinei eguali; 
per conseguenza i circoli circoscritti a questi triangoli saranno e- 
guali. Quindi se per i poli 0, e P di questi circoli si conducano ar- 
chi di circoli massimi agli angoli dei triangoli proposti, questi ar- 
chi saranno eguali (n. 282), e si formerà in questo modo sopra 
ogni Iato de 1 triangoli proposti un triangolo sferico isoscele. Or i 
tre triangoli isosceli del primo de’ triangoli dati sono rispettiva- 
mente uguali ai tre del secondo (n. 507), dunque le aje dei trian- 
goli proposti saranno formate nellostesso modo con quelle dei nuo- 
vi triangoli-, e però i triangoli sferici simmetrici sono equivalenti, 
come si doveva dimostrare. 

313. Scolio. Se i poli 0, e Pdei circoli circoscritti ai triangoli 
cadessero fuori di questi, la dimostrazione sarebbe sempre la stes- 
sa come si può vedere facilmente. 

31-i. Corollario. Se si congiungano i vertici dei triangoli ABC, 
DEF (fig. 61) col centro della sfera, o con i centri di due sfere e- 
guali, le piramidi triangolari sferiche simmetriche, che ne risul- 
teranno, saranno equivalenti. Infatti, è manifesto dalla proposizione 
precedenteche le due piramidi saranno composte di parti eguali cia- 
scuna a ciascuna, abbenchè non siano disposte con lo stesso ordine. 

Inoltre si dimostra similmente che gli angoli solidi triedri sim- 
metrici, formati ai vertici delle due piramidi, sono equivalenti. 
Questa verità, alla quale arrivammo per altra strada (n.73), si 
trova ora messa in piena luce, e rigorosamente dimostrata. 

Caratteri delt eguaglianza dei triangoli sferici. 

315. Paragonando! triangoli sferici con gli angoli triedri corri- 
spondenti, e richiamando ciò che è stato dimostrato (n. 72, 77, 78, 
79), risulta che due triangoli sferici descritti sulla medesima sfe- 
ra, o sopra sfere uguali, sono uguali o simmetrici, se si avvera una 
delle seguenti condizioni. 

1 . ° 1 tre lati eguali ciascuno a ciascuno. 

2. ° Un angolo eguale compreso fra due lati eguali ciascuno a cia- 
scuno. 
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3. ° Un lato eguale adiacenti a due angoli eguali ciascuno a 
ciascuno. 

4. ° I tre angoli eguali ciascuno a ciascuno. 

316 Quest’ultimo carattere di eguaglianza non ha luogo, come 
vedemmo nella geometria piana, nei triangoli rettilinei; perchè in 
questi se gli angoli sono eguali ciascuno a ciascuno, i lati non sono 
eguali, ma sono proporzionali. All’opposto nei triangoli sierici, 
che hanno gli angoli eguali, e sono descritti sopra una medesima 
sfera, o sopra sfere uguali se i lati fossero proporzionali, essi di- 
verrebbero eguali come archi simili di circonferenze, che hanno i 
raggi eguali. Quindi nei triangoli sferici descritti sopra la stessa 
sfera, se gli angoli sono eguali, i triangoli non saranno simili, ma 
eguali, o simmetrici: saranno nondimeno simili, se posta l’egua- 
glianza degli angoli, sono descritti sopra sfere, che abbiano raggi 
disuguali. 


Dei triangoli sferici supplementarj . 

317. Definizione. Due triangoli sferici si dicono supplementarj , 
quando essendo descritti sopra una stessa sfera, o sopra sfere egua- 
li, gli angoli triedri corrispondenti sono supplementarj. 

318. Apparisce da questa definizione che se nel centro di una 
sfera «i situano due angoli triedri supplementarj, i triangoli sferici 
determinati dalle intersezioni delle facce di questi angoli colla su- 
perficie sferica, saranno supplementarj, ed in tal modo si vede co- 
me si possa descrivere un triangolo sferico, che sia supplementario 
ad un altro triangolo dato. Da ciò poi si deduce che ogni triangolo 
sferico ha il suo supplementario, vale a dire che ad ogni triangolo 
sferico corrisponde un altro triangolo, di cui i lati, e gli angoli so- 
no rispettivamente supplementi degli angoli, e dei lati del primo. 

E poiché le cose precedenti si possono ancora dimostrare per 
mezzo delle proprietà dei poli, cosi è avvenuto che i triangoli sfe- 
rici supplementarj si chiamano ancora triangoli sferici polari. Ma 
avendo noi a suo luogo parlato dell'angolo triedro supplementario, 
non abbiamo bisogno di ricorrere alle proprietà dei poli. 

Proprietà dei triangoli sferici ■ 

ó 

PROPORZIONE CXVII. — TEOREMA. 

319. In ogni triangolo sferico un lato qualunque è minore della 
somma degli altri due ( fig. 60 ). 

Dim Sia ABC un triangolo sferico-, eSABC l’angolo triedro cor- 
rispondente. Or in ogni angolo triedro ciascun angolo piano è mi- 
nore della somma degli altri due ( n. 66 ); dunque ciascuno degli 
archi AB, AC, BC, che misurano questi angoli dovrà esser minore 
della somma degli altri due; il che si do.evu dimostrare. 
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PROPOSIZIONE CXVIII. — TEOREMA . 

340. U più corto cammino fra due punti A, e B situati sopra la 
superficie di una sfera è il più piccolo dei due archi del circolo mas- 
simo che passa per questi due punti ( fìg. 62 ). 

Dim. Infalli, si supponga che il più corto cammino fra i punti 
A, e B non sia l'arco AB di circolo massimo , ma una linea AMNB 
differente dall'arco AB. Si prenda un punto M su questa linea, e 
per i punti A, M, e B, M si facciano passare gli archi AM, MB di 
circoli massimi: risulterà il triangolo sferico AMB •, e per conse- 
guenza (n. 319), si avrà, 

AM -4- MB > AB. 

Prendendo in seguito un punto N tra M, eB, e conducendo gli ar- 
ehi MN, e NB di circoli massimi, si avrà ancora 
MN -i- NB> MB, 

o però aggiungendo dall'una e dall'altra parte l’arco AM, risulterà 
AM - 4 - MN - 4 - NB > AM-4- MB. 

Proseguendo nello stesso modo, si rende manifesto che il cammino 
fra i punti A, e B va crescendo a misura che più ci avviciniamo 
alla linea AMNB, e per conseguenza è evidente che l’arco AB è il 
più corto cammino fra i punti A, e B-, e non vi potrebbe essere al- 
tro arco, poiché fra due punti A , e B situati su la superficiè di 
una sfera non può passare che un solo circolo massimo-, il che si 
doveva dimostrare. 

321. Scolio 1. Nella dimostrazione precedente si è supposto che 
la linea AMNB fosse esterna a tutti gli archi di circoli massimi con- 
dotti per due qualunque de’ suoi punti. Ma se accadesse l’opposto, 
come si vede nella parte punteggiata MN'A, si condurrebbero gli 
archi MN', ed AN' di circoli massimi-, e poiché risulterebbe 

AN' - 4 - MN* > AM, 

si conchiuderebbe come sopra che AN' -4- MN' -i- MN -t- NB è mag- 
giore di AM -4- MB, ovvero di AB. 

322. Scolio II. Essendo l’arco di circolo massimo la misura di 
ogni distanza sferica, anche per questa ragione si adoperano i soli 
archi di circoli massimi per lati de’ triangoli sferici, e non quelli 
di circoli minori. 

PROPOSIZIONE CXIX. —TEOREMA. 

323. La somma dei tre lati di ogni triangolo sferico è minore del- 
la circonferenza di un circolo massimo ( fig. 60 ). 

Dim. Infatti , essendo nell’angolo triedro SABG la somma dei 
tre angoli piani minore di quattro angoli retti, la somma dei lati 
del triangolo sferico ABC, che misurano i detti angoli piani, dovrà 
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essere minore di una circonferenza di circolo massimo, die misu- 
ra i quattro angoli retti. » •«> . 

321. Scolio. Si dimostra similmente che 

La somma de’ iati di ogni poligono sferico è minore della circon- 
ferenza di un circolo massimo (fig. 59). 

Perocché nell’angolo solido corrispoodentc al poligono ABEDC, 
la somma degli angoli piani è minore di quattro angoli retti*, e per 
conseguenza la somma de’ lati del poligono dev’essere minore del- 
la circonferenza di un circolo massimo. 

PROPOSIZIONE CXX — TEOREMA. 

325 . La Comma degli angoli di un triangolo sferico è minore di 
sei , e maggiore di due angoli retti (fig. 60). 

Dim. Infatti, ciascun angolo di un triangolo sferico ABC è mi- 
nore di due retti-, e perciò la somma dei tre angoli è minore di sei 
retti. Di più, ciascun angolo del triangolo ABC è il supplemento 
di un lato del triangolo sferico supplementario ( n. 318 ), e per 
conseguenza equivale ad una mezza circonferenza meno questo 
lato. Dunque la somma dei tre angoli del triangolo ABC vale tre 
mezze circonferenze meno i tre lati del triangolo supplementario. 
Or questi tre lati valgono meno di due mezze circonferenze ( n. 
323 ), perciò se da tre mezze circonferenze si toglie una quantità 
. minore di due mezze circonferenze, il resto sarà maggiore di una 
mezza circonferenza. Quindi la somma dei tre angoli del triango- 
lo ABC avrà per misura un arco maggiore di una mezza circonfe- 
renza; e però la detta somma sarà maggiore di due angoli retti. 

326. Corollario I. Dal teorema precedente apparisce che la som- 
ma dei tre angoli di un triangolo sferico non è costante come quel- 
la dei tre angoli di un triangolò rettilineo; ma varia da due sino 
a sei angoli retti senza mai uguagliare nè l’uno nè l’altro limile. 
Laonde essendo dati due angoli di un triangolo sferico non si può 
trovare il terzo angolo:e cosi pure è manifesto che l’angolo esterno 
di un triangolo sferico non è uguale, ma minore della somma dei 
due interni ed opposti. 

327. Corollario II. Si deduce ancora che un triangolo sferico 
può avere due o tre angoli retti, due o tre angoli ottusi. 11 trian- 
golo sferico, che ha due angoli retti, dicesi bi-rettangolo; chiamasi 
poi tri-rettangolo quando ha tre angoli retti. 

Se il triangolo ADL ( fig. 48 ) ha retti due angoli D, e L, il ver- 
tice A sarà il polo dell’arco DL, e ciascuno de’ lati AD, AL sarà un 
quadrante. 

Se poi si suppone che il lato DL sia esso pure un quadrante, al- 
lora il triangolo ADL sarà tri-rettangolo , e sarà contenuto otto 
yolte nella superficie della sfera. 
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PROPOSIZIONE CXXI. — TEOREMA. 

528. In ogni triangolo sferico isoscele gli angoli opposti ai lat\ 

Uguali sono uguali. Reciprocamente se due angoli di un triangolo 
sferico sono uguali , t lati ad essi opposti saranno pure uquali 
(fìg.63). ‘ ' ; ' • 

* 

Dim. Sia ABC un triangolo sferico isoscele, nel quale si suppon- 
ga AB=-AC. Si divida la base in due parti uguali nei punto D, e 
si faccia passare l’arco di circolo massimo AD ? si avranno i due 
* triangoli ABD, ACD , nei quali essendo i tre lati rispettivamente 
uguali, sarà l’angolo BsC. 

In secondo luogo, supponendo che abc sia il triangolo supple- 
menturio del triangolo proposto, dall’essere B— C si deduce ac= 
ab; e quindi sarà l’angolo b—c\ dal che infine risulta l’uguaglian- 
/.a dei lati AC, AB. 

529. Corollario. Apparisce da questo teorema che 

t.° Un triangolo sferico equilatero è anche equiangolo , e recipro- 
camente. 

2.° In un triangolo sferico isoscele l'arco del circolo massimo con- 
dotto dal i ertice al punto di messo della base è perpendicolare a que- 
sta base , e divide l’angolo al vertice in due parti uguali. 

PROPOSIZIONE CXXH — TEOREMA 

330. In ogni triangolo sferico il lato opposto all’angolo maggiore 
è maggiore del lato opposto all'angolo minore; e reciprocamente 
( fig- 64 ). 

Dim Sia in primo luogo l’angolo B maggiore dell’angolo A, sarà 
il lato AC maggiore del lato CB. Infatti si conduca l’arco di circo- 
lo massimo BD in guisa che risulti l’angolo ABD=A (•): in vir- 
tù della proposizione precedente si avra BD=aD. Ma nel trian- 
golo BDC, il lato BC è minore della somma dei lati BD, DC, ovve- 
ro di AD -+■ DC? dunque AC è maggiore di CB. 

In secondo luogo sia il lato AC maggiore del latoCB, sarà l'an^ 
golo B maggiore dell’angolo A; poiché se fosse minore, o uguale, 
nel primo caso sarebbe il lato AC minore del lato CB, e nel secondo 
caso si avrebbe AC=CB, contro la supposizione in ambidue i casi? 
per conseguenza dev’essere l’angolo B maggiore dell’angolo A. 


<*) Ciò è sempre possibile. Infatti, si divida l’arco AB in due parti ugua- 
li, e pel punto di meno si faccia passare un arco di circolo massimo pero u- 
uj colare ad AB, che incontri Parco AC nel punto D; indi per questo «.mio 
e pel punto B si faccia passare un arco di circolo massimo DB: rfetiReranuo 
due triangoli rettangoli uguali, e pero sub l' angolo ABD= A. 
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PROPOSIZIONE CXXII1.— TEOREMA. 

331 . Se due triangoli sferici , descritti su la stessa sfera o sopra 
sfere uguali , hanno due lati uguali rispettivamente a due lati , ma 
f angolo compreso dai due primi è maggiore deir angolo compreso dui 
due secondi, sarà tl terso lato del primo triangolo maggiore del ter- 
zo lato del secondo ; e reciprocamente. 

La dimostrazione è simile a quella fatta pel caso analogo nei 
triangoli rettilinei. 

Misura del fuso, del triangolo sferico, e del poligono sferico. 

PROPOSIZIONE CXX1V. — TEOREMA. 

3'i2. Il fuso sta alla superficie della sfera come f angolo dei semi~ 
circoli massimi che comprendono il fuso sta a quattro angoli retti 
(fig. 03). 

Dim. Sia il fuso AMBN compreso dui due semicircoli massimi 
AMB, ANB die terminano al diametro comune AB. L'angolo MAN 
formato dai due archi AM. AN, e che dicesi angolo del fuso , può 
essere misurato ( n. 289 ) dall'angolo MON, ovvero dall’ arco MN 
del circolo massimo MNP, che ha per asse il diametro AB. Oltre 
a ciò, è evidente che sopra una medesima sfera due fusi tono u- 
guali quando i semicircoli che li comprendono formano tra toro an- 
goli uguali. Ciò premesso, è facile dimostrare la proposizione e- 
nunciata. Infatti , supponiamo iu primo luogo che l’arco MN sia 
commensurabile colla circonferenza MNP ; e che stia a questa co- 
me 3 a 12. Dividendo la circonferenza in 12 parti uguali l’arco 
MN conterrà 3 di queste parti; poi facendo passare per i punti di 
divisione, e per i punti A, B, 1 "2 circoli massimi, la superfìcie sfe- 
rica sarà decomposta in 12 fusi uguali, 3 dei quali saranno con- 
tenuti nel fuso AMBN. Quindi il fuso accennato sta alla superfìcie 
sferica come l’arco MN alla circonferenza MNP, oppure come l’an- 
golo MAN del fuso sta a quattro angoli retti. 

Se l’arco MN fosse incommensurabile colla circonferenza MNP, 
la proposizione enunciata si dimostrerebbe col ragionamento fatto 
nella geometria piana in un caso analogo (•). 

333. Scolto. È manifesto che colla stessa dimostrazione si po- 
trebbe provare che l'unghia sferica AMBN sta alla sfera come l’ar- 
co MN sta alla circonferenza MNP. 


(*) Vedi Geom. Pian* u 371. 
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334. Il fuso ha per misura il prodotto del suo arco moltiplicalo 
pel diametro della sfera;e l’unghia ha per misura il prodotto del fuso 
moltiplicato pel terzo del raggio della sfera medesima (fig. 65). 

Dim. imperocché si ha dalla proposizione precedente che il fuso 
AMBN sta alla superficie sferica come l’arco MN alla circonferenza 
MNP*, per conseguenza il fuso accennato sta alla superficie sferica 
come l’arco MN moltiplicato pel diametro MP sta alia circonferen- 
za MNP moltiplicata per lo stesso diametro. Ma la circonferenza 
MNP moltiplicata pel suo diametro è la misura della superficie 
sferica, dunque il fuso ha per misura l’arco MN, che misura il suo 
angolo, moltiplicato pel diametro della sfera. 

In secondo luogo, essendo l’unghia sferica alla sfera come il fu- 
so alla superficie sferica, sarà l’unghia alta sfera come il fuso mol- 
tiplicato pel terzo del raggio della sfera sta alla superficie sferica 
moltiplicata pel terzo dello stesso raggio. Ma la superfìcie sferica 
moltiplicata pel terzo del raggio della sfera è la misura di questa, 
dunque l’unghia avrà per misura il fuso moltiplicato pel terzo del 
raggio della sfera. 

335. Corollario I. Il settore circolare MON avendo per misura il 
prodotto dell’ arco MN per la metà del raggio MO, sarà in virtù 
della proposizione precedente il fuso AMEN quadruplo del detto 
settore. Quindi il triangolo sferico birettangolo AMN, che è metà 
del fuso, sarà doppio dello stesso settore circolare. Che se poi il 
triangolo AMN fosse trirettangolo, allora la sua aja sarebbe ugua- 
le a quella di un semicircolo massimo, cioè sarebbe la ottava parte 
della superficie sferica; e per conseguenza la superficie sferica po- 
trà essere rappresentata da otto triangoli sferici trirettangoli. 

336. Corollario II. Se dunque si prenda per unità delle superfi- 
cie sferiche il triangolo trirettangolo, che chiameremo K , e per 
unità di angolo l’angolo retto, che chiameremo R, si avrà la pro- 
porzione qui appresso 

Fuso AMBN : 8K ; ; arco MN : circ. MNP; 
ovvero, chiamando A l’angolo del fuso, 

Fuso AMBN : Mi ; : A : 4R, 
e moltiplicando per 2 i termini della seconda ragione, 

Fuso AMBN : 8K : I VA : 8R, 
e dividendo per 8 i conseguenti 

Fuso AMBN : K : I 2\ : R. 

Ma in luogo di K, e R si possono mettere le unità che rappre- 
sentano, dunque si avrà in fine. 

Fuso AMBN=2A; 

vale a dire che il fuso è uguale al doppio del suo angolo. 

Questa espressione è di pura convenzione: poiché essa serve a 
dinotare sotto forma abbreviata la proporzione or ora ottenuta, 
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cioè che il fuso sta al triangolo trirettangolo, che è l’unità super- 
ficiale, come il doppio dell'angolo del fuso sta all’angolo retto, che 
è l'unità angolare. La differenza sta dunque in questo, cioè, che 
nella proporzione le due unità, superficiale, ed angolare, sono e- 
presse, mentre nella uguaglianza 

Fuso AMBN = 2\ 

le stesse unità si devono sottintendere ; il che non può mai pro- 
durre equivoco di sorta, e molto meno indurre in errore. 

PROrOSIZIONE CXXVI. — TEOREMA. 

337. L'aja di un triangolo sferico ha per misura il raggio della 
sfera moltiplicato per la somma dei tre archi , che misurano » tre an- 
goli del triangolo , diminuita di una mezza circonferenta (fig. 66). 

Dim. Sia ABC un triangolo sferico. Si prolunghino i (re lati, fin- 
ché si formino le circonferenze intere delle quali fan parte, BADE, 
CAFE, BCDF. E poiché le circonferenze de’ circoli massimi s’inter- 
seganoalla distanza di 180° ( n. 222 ), gli archi ACE, BCD, CAF 
saranno mezze circonferenze*, e le rette AE, BD, CF saranno dia- 
metri della sfera. 

i Ciò premesso, i triangoli ABC, BCE formano il fuso compreso 
dalle mezze circonferenze ABE, ACE, e che ha per angolo A. Si- 
milmente, i triangoli ABC, ACD formano il fuso compreso dalle 
mezze circonferenze BAD, BCD, il cui angolo è B: e finalmente, i 
triangoli CED, FED formano il fuso compreso dalle mezze circon- 
ferenze CEF, CDF, che ha per angolo C. Ma i triangoli ABC, FED 
sono simmetrici, perchè sono simmetrici gli angoli triedri OABC, 
OEDF (n. 309), dunque le loro aje sono eguali-, e però i triangoli 
ABC, CED equivalgono al fuso, che ha per angolo C. 

Quindi se ai triangoli BCE, CED, ACD si aggiunga il triplo del 
triangolo ABC, la somma sarà eguale a quella dei tre fusi accen- 
nati. Ma la prima somma è uguale alla superficie dell’ emisfero 
ABEDC più due volte il triangolo ABC, dunque la seconda somma, 
cioè quella dei tre fusi, equivale alla superficie dell’emisfero più 
due volte il triangolo ABC; e per conseguenza il doppio di questo 
triangolo sarà eguale alla somma dei tre fusi, diminuita della su- 
perficie dell’emisfero. Or ciascuno di quelli fusi equivale al pro- 
dotto dell’arco, che misura il proprio angolo, pel diametro della 
sfera, e la superficie deH’cmisfero ha per misura il prodotto di una 
semicirconferenza di circolo massimo pel diametro medesimo, dun- 
que il triangolo ABC preso due volte è uguale al diametro molti- 
plicato per la somma dei tre archi, che misurano i tre angoli del 
triangolo, diminuita di una mezza circonferenza; e perciò il trian- 
golo ABC avrà per misura il raggio della sfera moltiplicato per la 
somma dei detti archi diminuita di una mezza circonferenza, corno 
si doveva dimostrare. 

338. Corollario I. La superficie della sfera avendo per misura il 
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diametro moltiplicato per la circonferenza di un circolo massimo, 
ovvero il raggio moltiplicato per due volle la circonferenza di ur. 
circolo massimo, segue dulia proposizione qui sopra dimostrata, 
che la superficie del triangolo sferico sta a quella della sfera come 
la somma dei tre archi, che misurano gli angoli del triangolo, di- 
minuita di una mezza circonferenza sta a due circonferenze di 
circolo massimo. 

Quindi mettendo in luogo degli archi gli angpli da essi misura- 
ti, si avr » che 

La superficie del triangolo sferico sta a quella della sfera coinè 
r eccesso della somma dei tre angoli del triangolo sopra due angoli 
retti sta ad otto angoli retti. 

359. Corollario IL Dal corollario precedente si deduce che se si 
dinota con G l’eccesso della somma dei tre angoli del triangolo so- 
pra due retti, e si prende per unità delle superficie sferiche il trian- 
golo trirettangolo, e per unità degli angoli l’angolo retto, e di più 
si osservi che la superficie sferica è uguale ad otto triangoli triret- 
tangoli, il teorema sopraccennato sarà espresso dalla proporzione 
Triangolo ABC : 8 ; I E : 8 , 
dalla quale si deduce evidentemente 

i > Triangolo ABC = E. 

Quindi si potrà dire che 

L’aja di un triangolo sferico qualunque ha per misura t eccesso 
della somma dei suoi tre angoli sopra due angoli retti. 

Questa espressione abbreviata è di pura convenzione, e non può 
produrre veruno equivoco, allorché vi si sottintendano le due uni- 
tà, cioè l’una che serve di misura alle superficie sferiche, e Pulirà 
agli àngoli. 

340. Scolio. Giova ancora osservare, che se si dividano per 8 i 
conseguenti della proporzione , , 

Triangolo ABC : 8 ; I E : 8 , 

si avrà che 

L’aja di un triangolo sferico sta al triangolo trireltangolo come 
Teccesso della somma dei tre angoli del primo sopra due angoli retti 
sta alt angolo retto. 

PBOPOSIZIONE CXXVIt. — TEOREMA . 

541. L’aja d’uà poligono sferico haper misura la somma dei suoi 
angoli , diminuita del prodotto di due angoli retti pel numero dei lar 
ti del poligono meno due (fig. 59). 

Dim. Sia ABEDC un poligono sferico. Da un vertice B di que- 
sto poligono si conducano a tutti gli altri verti ci le diagonali BC, 
BD; il poligono proposto sarà diviso in tanti triangoli, quanti ne 
dinota il numero de' lati meno due. Or l’ aja di ciascun triangolo 
ha per misura la somma de’ suoi tre angoli meno due angoli retti 
(n. 339); ed è poi manifesto che la somma di tutti gli angoli dei 
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triangoli è uguale alla somma degli angoli del polìgono, dunque 
l’aja dello stesso poligono dovrà avere per misura la somma dei 
suoi angoli diminuita di tante volte due angoli retti, quante na 
dinota il numero dei lati meno due. 

342. Scolio. Per unità di misura delle superficie si prende ordi- 
nariamente it quadrato, che ha per lato l’unità di lunghezza .Stan- 
do a questa convenzione abbiam dato(n. 334) la misura del fuso, 
e .lei triangolo sferico, riduccndo runa e l 'altra a quella di un ret- 
tangolo. Purtuttavolta abbiamo fatto vedere che si poteva pren- 
dere il triangolo trirettangolo per unita delle superficie sferiche, 
ed allora abbiam conosciuto 1’ espressioni delle nje del fnso, e del 
triangolo sferico, che risultavano, le quali davano luogo ad altre 
espressioni semplicissime abbenchè fossero di semplice convenzio- 
ne. Nella misura del poligono sferico si è resa manifesta rutiliti 
di queste espressioni*, per mezzo di esse si abbreviano le dimostra- 
zioni, e si ritengono facilmente le verità della scienza. 

Mitura della piramide »f erica, e deir angolo solido 
al vertice di essa. 

PROPOSIZIONE CXXVin. — TEOREMA. 

343. La piramide sferica triangolare ha per misura il prodotto 
della sua base pel terso del raggio (fig. 66). 

Dim. Sia ABCO una piramide sferica triangolare. Si ripela la 
costruzione fatta nella proposizione (n. 337), ed in luogo de’trian- 
goli sferici, c dei fusi si sostituiscano le piramidi triangolari, e le 
unghie sferiche corrispondenti. Si dimostrerà come nella proposi- 
zione accennata che la piramide ABCO presa due volte equivale al- 
la somma delle tre unghie sferiche, che hanno per angoli rispetti- 
vi A, B, C, diminuita dcU’emisfero ACBEB. Ma ciascuna di quelle 
unghie è uguale al prodotto del fuso corrispondente pel terzo del 
raggio (n. 334), c l’emisfero ha per misura il prodotto di mezza 
superficie sferica pel terzo del raggio (n. 266), dunque la pirami- 
de ABCO presa due volte è uguale al terzo del raggio moltiplica- 
to per la somma de’ tre fusi, diminuita di mezza superficie sferi- 
ca. Or i tre fusi equivalgono alla metà della superficie della sfera 
più due volte il triangolo ABC (n. 337), per conseguenza la pira- 
mide ABCO dovrà avere per misura il prodotto della sua base pel 
terzo del raggio, come si doveva dimostrare. 

344. Corollario I. Potendosi una piramide sferica poligonale 
scomporre in piramidi 6fericlie triangolari, segue che 

Una piramide sferica qualunque ha per misura il prodotto del po- 
ligono sferico , che è base della piramide pel terso del raggio. ' 

345. Corollario II. Due piramidi sferiche qualunque stanno co- 
me le loro basi. 
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346. Corollario HI. Poiché la sfera Ita per misura il prodotto 
della sua superficie pel terzo del raggio, ne consegue che 

La piramide triangolare sferica sta alla sfera come il triangolo 
sferico , che forma la base della piramide , sta alla superficie 
sferica. 

Se dunque si prenda per unità di superficie il triangolo sferico 
trirettangolo, e per unità di volume la piramide trirettangola, cioè 
quella che ha per base il triangolo trirettangolo, e di più si tenga 
presente che la sfera è uguale ad otto piramidi trirettangole, e la 
superficie sferica ad otto triangoli trirettangoli, si avrà che 

La piramide triangolare sferica sta alla piramide trirettangola 
come *1 triangolo sferico, che forma la base della prima, sta al trian- 
golo trircltangolo che è la base della seconda. 

- PROPOSIZIONE CXXIX.^TEOREMA 

347. Se per i punti 0, ed o presi su gli spigoli di due angoli die- 
dri MCDN, mcdn, si conducano i piani aOB, aob perpendicolari agli 
spigoli medesimi , gli angoli solidi triedri OABD, oabd, staranno 
fra loro come gli angoli piani corrispondenti agli angoli diedri 
(lìg.n). 

Dir*. Nel piano AOB si descriva col centro in 0, e con un rag- 
gio ad arbitrio l’arco AB: si pratichi Io stesso nel piano aob , pren- 
dendo per raggio oa =0A. 

Ciò premesso, si supponga in primo luogo che gli archi AIW6 
siano commensurabili, e che la loro comune misura sia contenuta 
m volte nell’arco AB, ed n volte nell’arco ab. Si divida l’arco AB 
in m parti eguali, portando la comune misura sopra di esso, e l’ar- 
co ab in n parti eguali , poi si congiungano i punti di divisione col 
centro 0, e col centro o, le rette congiungenti, come EO , eo, sa- 
ranno raggi, che divideranno l’angolo AOB in m parti eguali, e 
l’angolo aob in n parti eguali. Or se per tutti questi raggi, e per 
gli spigoli DC, de si facciano passare de’ piani come EDC, ede, l’an- 
golo solido triedro OABD sarà diviso in m angoli solidi triedri e- 
guali fra loro , perchè l’uno può coincidere coll’altro; esse ndo 
ognuno formato da due angoli retti, come DOA, DOE, e da un an- 
golo eguale all’angolo AOE. Lo stesso si dimostra per l’angolo trie- 
dro oabd, e per conseguenza i due angoli triedri accennati stanno 
come gli archi AB, ab, o come gli angoli piani AOB, aob, o in fine 
come gli angoli diedri DC, de. 

Se gli archi AB, ab fossero incommensurabili, avrebbe luogo la 
stessa proporzione, e ciò si dimostrerebbe come si è fatto nella geo- 
metria piana per gli angoli ai centri di cerchi eguali. 

348. Corollario. Se si suppone che l’angolo diedro de sia retto, 
gli angoli triedri oabd, oabe. saranno ambidue trirettangoli; e però 
sarà l’angolo diedro DC all’angolo diedro retto de come la somma 
dei due angoli triedri OABD, OABC, che compongono il primo, 

13 
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alla somma dei due angoli triedri trirettangoli oabd , oabc, che 
compongono il secondo. 

349. Scolio. Si noti che la proporzione accennala nel corollario 
precedente sussiste anche quando il piano AOB non è perpendico- 
lare allo spigolo DC. Infatti, è manifesto che se in tal caso si con- 
duca pel punto 0 un piano perpendicolare allo spigolo DC, la som- 
ma dei due angoli triedri, che ne risultano, sara uguale a quella 
degli angoli triedri OABD, OABC. Or l’angolo diedro DC ha per 
misura l’angolo piano corrispondente MCK , ovvero C, dunque se 
si prenda per unità degli angoli diedri l’angolo diedro retto, e per 
unità degli angoli triedri l’angolo triedro trirettangolo, la propor- 
zione sopra mentovata diviene 

Ci:: OABD +- OABC : 2 ; 

e facendo il prodotto degli estremi, e quello dei medj, risulta 
OABD -t- OABC= 2C, 

vale a dire, sarà la somma dei due angoli triedri OABD, OABC e- 
guale al doppio dell’angolo diedro DC*,o in altri termini che il va- 
lore numerico della somma dei due angoli triedri è doppio del va- 
lore numerico dell’angolo diedro. L’eguaglianza accennata è di pu- 
ra convenzione, e non può indurre in errore, come abbiamo osser- 
vato in altri casi analoghi. 

PROPOSIZIONE CXXX.— TEOREMA. 

330. Un angolo triedro qualunque sta all'angolo triedro trirettan- 
golo come la somma delle misure de’ tre angoli diedri del primo, di- 
minuita di due angoli retti , sta alVangolo retto (fig. 66). 

Dim. Sia OABC un angolo triedro qualunque.Siconsideri il suo 
vertice 0 come il centro di una sfera, che abbia un raggio OA pre- 
so ad arbitrio, e si ripeta la costruzione fatta (n. 337). 

Per le cose dette nello scolio precedente il valore numerico del- 
la somma dei due angoli triedri OABC. OBCE, è doppio di quello 
dell’angolo diedro corrispondente, la cui misura è l’angolo A, per 
conseguenza si avrà 

OABC OBCE = 2A. 

Similmente si dimostra che il valore numerico della somma de- 
gli angoli triedri OABC, OACD, è doppio di quello dell’angolo die- 
dro, che ha per misura l’angolo B; e finalmente il valore numeri- 
co della somma degli angoli triedri OCED, OEDF, ovvero OCED, 
OABC, perchè OEDF è simmetrico ad OABC, sarà doppio dell’an- 
golo diedro, che ha per misura l’angolo C. Quindi ragionando co- 
me si è fatto nella misura della piramide sferica triangolare ( n. 
343), si dimostrerà che il valore numerico dell’angolo triedroOABC 
preso due volte è uguale al doppio della somma de’valori numerici 
dei tre angoli diedri accennati , meno il valore de’ quattro trie- 
dri OABC, OBCE, OCED, OACD che si appoggiano sull’emisfer o. 
Ma questi equivalgono a quattro triedri trirettangoli, ed il valore 
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numerico di due triedri triréttangoli è doppio di quello di un an- 
golo diedro relto , dunque il valore numerico dell’angolo triedro 
OABC preso due volle è espresso da 

2A 2B -v- 2C — 4-, 
e per conseguenza sarà 

OABC = A-*-B-4-C — 2. 

Dalle cose precedenti è manifesto che questa espressione OABC 
dinota il rapporto di questo angolo triedro all’angolo triedro tri- 
rettangolo, che è la sua unità di misura, e che A -t- B -*• C— 2 in- 
dica il rapporto della somma delle misure de’ tre angoli diedri del 
primo, diminuita di due angoli retti, all’angolo retto, poiché l’an- 
golo retto essendo la misura dell’angolo diedro retto si può consi- 
derare come l’unità di misura degli angoli diedri, quindi il teore- 
ma proposto rimane dimostrato. 

351. Scolio. Paragonando la misura dell’angolo triedro al verli- 
ce della piramide triangolare sferica ABCO con quella del trian- 
golo sferico ABC ( n. 339 ) si vedrà che l’uua, e l’altra è espressa 
,? “‘■.C 2. Ma si è dimostrato (n. 343) che due pirami- 

di sieriche triangolari, ed in generale due piramidi sferiche qua- 
lunque, che fanno parte di una medesima sfera, o di sfere uguali,, 
stanno come i triangoli, o i poligoni sferici, che formano le loro 
basi, dunque 

Gli angoli solidi ai vertici delle piramidi accennate stanno essi 
pure nella propor itone delle basi. 

Da ciò si deduce che quando si volesse determinare il rapporto 
d! due angoli solidi qualunque, bisognerebbe immaginare descrit 
te dai loro vertici come centri due superficie sferiche dello stesso 
raggio, e paragonare le aje de’poligoni intercetti fra le loro facce. 

Se dunque si prende per unità di misura delle aje di quei poli- 
gon.il triangolo ^rettangolo, e per unità di misura degli angoli 
solidi 1 angolo triedro trirettangolo, il numero che dà l’aja del po- 
ligono sferico darà pure la misura dell’angolo solido corrisponden- 
te. Per esempio , se l’aja del poligono sferico é espressa da 4/5, 
vale a dire se é i 4/5 del triangolo trirettangolo, l’angolo solido 
corrispondente sarà ancora i 4/3 dell’angolo triedro trirettangolo» 

Risoluzione di alcuni problemi. 

PROPOSIZIONE CXXXI — PROBLEMA 

atigoli\ lì'g ^ 67 °)^* * ** **” Pùngolo sferico , trovare t suoi 


Soluzione. In luogo del triangolo sferico , si consideri l’angolo 
triedro, che risulta unendo i tre vertici del triangolo proposto col 
centro della sfera. ® 

Sia dunque SABC un angelo triedro, di cui sono dati i tre angoli 
piani, ASB, DSC, ASC, e supponiamo primieramcnlc che si voglia 
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trovare l'angolo diedro ASBC. Per un punto 0 dello spigolo SB 
s’innalzino su questo nelle facce ASB, BSC le perpendicolari OM, 
ed ON, l’angolo MON è l’angolo che si vuole determinare, poiché 
esso è la misura dell’angolo diedro ASBC. Si prenda sul prolunga- 
mento di SO un punto Bad arbitrio , e sopra SA un punto A in 
modo che la retta BA incontri OM in un punto M situato fra B ed 
A (n. 70). Similmente si prenderà sopra SC un punto C tale che la 
retta BC incontri ON in un punto N situato fra B e C. Finalmente 
si condurranno le rette AC, MN. 

Ciò premesso, si facciano sopra an piano gli angoli asb , bsc,csa' 
rispettivamente uguali agli angoli ASB, BSC, ASC della figura soli- 
ta-, prendasi $i=sa’— SA, sà=SB,sc=SC,e si uniscano a6,àc, ca’. 
I triangoli asb , bsc , csa 1 saranno rispettivamente uguali ai trian- 
goli ASB, BSC, CSA, perchè hanno un angolo uguale compreso 
fra lati uguali. Se dunque colle rette ab, he., ca’ si costruisce un 
triangolo a”bc , questo triangolo sarà uguale al triangolo ABC, 
poiché i loro lati sono rispettivamente uguali. 

Si prenda ora bo — BO, e che nella figura piana come in quella 
solida può esser qualunque, pel punto o si conduca mn perpendi- 
colare sopra sb ; il triangolo mob sarà uguale al triangolo MOB, 
poiché hanno un lato bo— BO, adiacente a due angoli ugnali cia- 
scuno a ciascuno, cioè moà=MOB come retti, e m6o=MliO a ca- 
gione della uguaglianza dei triangoli asb, ed ASB. Ber la stessa 
ragione saranno uguali i triangoli bon, e BON, onde si avrà om— 
OM, ed on=ON. 

Si faccia inoltre bm’—bm , e si congiunga m’n, il triangolo m’bn 
sarà uguale al triangolo MBN ; poiché hanno due lati uguali cia- 
scuno a ciascuno, cioè bm’= bm = BM, e bn — BN; e questi lati 
comprendono gli angoli eba’’, e CBA uguali in virtù della ugua- 
glianza dei triangoli a"bc , ed ABC. Quindi sarà m'n=MN. 

Se dunque colle rette, om o n, m'n si costruisca il triangolo m'no" 
questo triangolo sarà uguale al triangolo MON-, dappoiché questi 
triangoli avranno i loro tre lati uguali ciascuno a ciascuno. Laon- 
de l’angolo m’o’n sarà uguale all’angolo cercato MON. 

Nello stesso modo si potranno ottenere i due altri angoli diedri, 
ossia gli angoli piani che li misurano. 

353. Scolio. È facile vedere che la costruzione precedente può 
sempre applicarsi, qualunque siano i tre angoli piani, purché so- 
no tali da poter formare un angolo triedro. Si vede ancora che il 
problema animelle una sola soluzione. 

PROPOSIZIONE CXXX1I.— PROBLEMA. 

334. Essendo dall i Ire angoli di un triangolo sferico , trovare * 
suoi tre lati. 

Soluzione. Sostituendo al triangolo proposto l’angolo triedro che 
gli corrisponde, il problema si riduce a trovare gli angoli piani 
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di un angolo triedro allorché sono dati i suoi angoli diedri M, N, 
P. Ciò posto, si chiami d l’angolo rettol e si consideri l’angolo trie- 
dro supplemenlario, gli angoli piani di questo saranno espressi da 
Sci— M, 2d— N, e 2d — P. Quindi applicando le costruzioni fatte 
nella proposizione precedente si potranno determinare successiva- 
mente i tre angoli diedri dell’angolo triedro supplementario. Sia- 
no A, B, C questi tre angoli diedri, è manifesto che gli angoli pia- 
ni dell’angolo triedro proposto verranno espressi rispettivamente 
da 2d— A, 2d— B, e 2d— C, e però il problema sarà risoluto. 

PROPOSIZIONE CXXX\ll.- PROBLEMA. 

335. Essendo dati due lati di un triangolo sferico , e l'angolo da 
essi compreso , trovare il terso lato (fìg. 67). 

Soluiione. Questo problema si riduce al seguente: dati in un an- 
golo triedro due angoli piani e l’angolo diedro compreso, trovare 
il terzo angolo piano. Siano dunque ASB, e BSC i due angoli piani 
dati, s’innalzino sopra SB le perpendicolari OM, ed ON, e si ripeta 
la costruzione fatta (n. 352), l’angolo MON essendo la misura del- 
l’angolo diedro ASBC che si suppone dato, si conoscono nel trian- 
golo MON due lati e l’ angolo compreso. Quindi si può costruirà 
questo triangolo, c dedurre l’angolo piano incognito ASC. 

Jufatti si costruiscano sopra un piano gli angoli osò, e bsc ri- 
spettivamente uguali agli angoli ASB, e BSC della figura solida ; 
e si prenda so=SA, sò— SB, se— SC. I triangoli <wò, e bsc saran- 
no rispettivamente uguali ai triangoli ASB, e BSC. Si faccia inol- 
tre òo=BO, e pel punto o si conduca la retta mn perpendicolare a 
sb-, i triangoli mob, e nob saranno rispettivamente uguali ai trian- 
goli MOB, e NOB. 

Ciò premesso, si costruisca un triangolo m'V'n", in cui l’ango- 
lo m'V'n" sia uguale all’ angolo dato formato dalle facce ASB e 
BSC, e sia m"o"=mo=MO, e n'V'=no=NO. Questo triangolo 
sarà uguale al triangolo MON, poiché avranno un angolo uguale 
compreso fra lati uguali*, e ne risulterà »n"n"=MN. 

Coi lati mò, bn, e m"n" si costruisca il triangolo m'òn*, questo 
triangolo sarà uguale al triangolo MBN; poiché avranno i loro tro 
Iati uguali ciascuno a ciascuno. 

Su la retta 6m' si prenda ba"—ba, esicongiunga ca”, il trian- 
golo a"bc sarà uguale al triangolo ABC , poiché gli angoli a"bc , 
ed ABC sono uguali a cagione della uguaglianza dei triangoli m'bn 
e MBN, e di più si ha 6c=BC, c ba"=ba— BA. 

Da ciò risulta ancora o"c= AC. Si costruisca dunque nn trian- 
golo a' se, di cui il lato sa' sia uguale ad SA, e la base sia eguale 
ad a"c*, questo triangolo sarà uguale al triangolo ASC, poiché essi 
avranno i loro tre lati uguali ciascuno a ciascuno. L’ angolo a' se 
sarà dunque il terzo angolo piano richiesto. 
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356. Scolto. Conoscendo il terzo angolo piano, si potranno otte- 
nere i due altri angoli diedri colla costruzione del n. 352. 

È fucile poi vedere che il problema proposto ammette una sola 
soluzione. 


PROPOSIZIONE CXXXIV. — PROBLEMA. 

357. Essendo dati un lato ed i due angoli adiacenti di un trian- 
golo sferico , trovare i rimanenti lati, ed il terso angolo. 

Soluzione. Sostituendo al triangolo sferico l’angolo triedro cor- 
rispondente, rappresentino A l’angolo piano dato; M, ed N gli an- 
goli che servono di misura agli angoli diedri adiacenti dati. In vir- 
tù del teorema del n. 68, l’angolo triedro supplementario avrà due 
angoli piani uguali a 2d— M, ed a 2d - N; e l’angolo diedro com- 
preso sarà espresso da 2d - A (chiamando d l’angolo retto). 

Applicando le costruzioni del problema precedente, si potrà de- 
terminare il terzo angolo piano del triedro supplementario, e poi 
colle costruzioni del n. 352, i suoi due altri angoli diedri. Sieno P 
il terzo angolo piano , B e ('. i due angoli diedri cosi determinati, 
l’angolo triedre proposto avrà necessariamente un terzo angolo 
diedro espresso da 2d— P, ed i due altri angoli piani saranno ri- 
spettivamente uguali a 2 d— B, ed a 2 d — C. Quindi tutte le sue 
parti saranno conosciute. 

358. Scolio. La risoluzione de’problemi precedenti fa vedere che 
coll’ajuto dell’angolo triedro supplementario essi si riducono a due 
soli. Cosi pure, se fossero dati di un triangolo sferico due lati ed 
un angolo opposto ad uno di questi lati, ovvero due angoli ed un 
lato opposto ad uno di questi angoli, la risoluzione dei due proble- 
mi accennati si ridurrebbe a quella di uno di essi in virtù dell’an- 
golo triedro supplementario; ma noi non ci occuperemo di siffatta 
risoluzione , perchè non può farsi compiutamente colla pura geo- 
metria, senza ricorrere a costruzioni complicate, per cui la rimet- 
tiamo ai trattati di trigonometria sferica. 

SCOLIO GENERALE. 

559. Le proposizioni relative alla misura delle solidità dei polie- 
dri, e quelle spettanti alla misura delle superficie e delle solidità 
dei tre corpi rotondi, essendo di una grande importanza nelle ap- 
plicazioni pratiche della geometria , abbiamo stimato di dare in 
questo luogo ('espressioni le più brevi possibili delle principali 
misure fra quelle sopraccennate; e ciò si ottiene coll’ujuto dei sim- 
boli algebrici. 

I. Sia B la base di un prisma , H la sua altezza ; la solidità del 
prisma sarà espressa da BxH. 

II. Sia B la base di una piramide, H la sua altezza ; la solidità 
della piramide verrà espressa da B x 7,H. 
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III. Sia H l’altezza di un tronco di piramide a basi parallele, e 
siano A , e B le sue basi: sarà |/ ab la inedia proporzionale fra 
queste basi; e però la solidità del tronco di piramide sarà 

7, H x (A -t- B -+• I/ab). 

IV. Sia B la base di un tronco di prisma triangolare; II, H’, H”, 
le altezze de’suoi Ire vertici superiori; la solidità del prisma tron- 
cato sarà 

'/jBx(H + H' + H" ). 

V . Sia R il raggio della base di un cilindro, H la sua altezza. I.a 
base Sara espressa da «U*, come >i è veduto nella geometria pia- 
na; e la solidità del cilindro sarà «K ! xH. 

\I. La circonferenza della base sopraccennata essendo espressa 
da 2 tR, la superfìcie curva del cilindro sarà 2*RxH. 

VII. Sia R il raggio della base di un cono, H la sua altezza, la 
solidità del cono sarà */, «R’xII ; e se-si dinoti con E il lato del 
cono medesimo, la superficie curva di questo sarà «RE. Di più se 
si chiami r il lato del quadrato equivalente al rettangolo RxE, la 
superfìcie curva del cono sarà espressa da «r* ; e per conseguen- 
za questa superfìcie sarà equivalente al cerchio, che ha per raggio 
la media proporzionale fra il raggio della base, ed il lato del cono. 

Vili. Siano A e B i raggi delle basi di un tronco di cono a basi 
parallele, H la sua altezza; la solidità del tronco di cono sarà 

Vj «H x (A* h-B 3 h-AB). 

IX. Sia R il raggio della sfera, la sua superficie sarà 4*R*,e la sua 
solidità verrà espressa da V,*R 5 , ovvero da r / 6 *D 5 , dinotando con 
D il diametro della sfera medesima. 

X. Sia R il raggio di un settore sferico, H l’a Rezza della zona, 
che gli serve di base; la solidità del settore sarà 

% «R’xH. 

XI. Sia R il raggio della sfera . ed H l’altezza di una zona, l’es- 
pressione di questa sarà 2«RxH. 

Xjl. Sia R il raggio di una sfera, ed H l’altezza di un segmento 
sferico ad una base, la solidità del segmento sarà 
Vj irH 1 x ( 3R-H), 

ovvero irH* x ( R — */, H ) (m). 

Se in luogo del raggio della sfera si volesse introdurre in questa 
espressione il raggio RE (fig. 52 ) della base del segmento , che 
chiameremo K, si osserverà che BE è media proporzionale fra AE, 
ed ED, ossia fra H, e 2R- H; per conseguenza sarà K a =2RH— H*, 

donde si deduce R=— — . Sostituendo questo valore nell’espres- 
2H 

sione (m), e facendo le riduzioni opportune, la solidità del segmen- 
to sferico ad una base sarà espressa da 

H *H* 

• *K* x — , 

2 6 

yale a dire che 
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Ogni segmento sferico ad una base equivale alla metà del cilindro, 
che ha la stessa base e la stessa altezza, più la sfera, che ha questa 
altezza per diametro. 

E poiché il segmento sferico a due basi parallele è uguale alla 
differenza di due segmenti sferici, ciascuno de’ quali ha una sola 
base, si rende manifesto che 

Ogni segmento sferico compreso fra due piani paralleli ha per 
misura la semi-somma delle sue basi moltiplicala per la sua altezza , 
piti la solidità della sfera , che ha questa stessa altezza per diametro . 

Del resto possiamo assicurarci di questa verità, osservando che 
se la misura del segmento sferico a due basi fosse diversa dalla pre- 
cedente, quando uno dei piani paralleli accennati diviene tangente 
alla sfera, la misura del segmento sferico ad una base, che allora 
risulterebbe, non sarebbe più quella dimostrata. 

Se dunque si chiamino P e Q le due basi di un segmento sferico, 
e H la sua altezza, la solidità di questo segmento sarà 
P-t-Q *H 3 

xIU . 

2 6 

È manifesto che questa espressione si può anche applicare al seg- 
mento, che abbia una sola buse P; poiché in tal caso l’espressione 
accennata si riduce a 

PxH «H 1 

a H * e 


Cj\) 


R0Q3 
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